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Summary

The fundamental goal of this work is to understand the topological clasification of skew
line families in RP3. We are going to study families of up to six lines and we will discuss the
procedures and the topological invariants that let us to prove that the clasification is complete.

Definitions and first properties

We defined the projective space RP™ of n dimension as the set of vector lines in R"™+1,
Generalizing the classical construction of the projective plane as the extended affine plane, RP™
is decomposed as R™ U RP"~! (the affine space and the hiperplane at infinity). Particulary, a
projective line decompose as RURPY, so they are homeomorphic the one point compatification
in R, i.e. to S'.

We will also need the concept of orientability, for both projective lines and projective space.
In this work we define it rigorously, but for the case of lines or circles, the orientation has an
obvious interpretation . So, an n-line link has 2™ possible orientations.

The next important concept (for which we will need that the lines and RP? will be oriented)
is the linking number. In this work we prove that the following definition does not depend on
the many choices involved.

Given two lines L1, Ly C RP3, let us consider their intersection with a generic affine space
R3 such that the projected lines to R? are distinct.

Definition 1. The linking number L(L1, L2) is +1 if we perform an anti-clockwise rotation of
the line that is above to the one below, in the shortest direction; in the clockwise case, this
number is —1.

For a triple of lines, we define their linking number as the product of the linking number of
the pairs of lines in the triple. Note that this product does not depend on the orientation of the
lines.

Hyperboloids are ruled surfaces in RP? which will be very useful for the study of lines in
RP3. After a coordinate change any hyperboloid H can be expressed in homogeneus coordinates
[t:x:y:z]as

H={[t:z:y:2] e RP*|2® +y* = 2> + *};
it will be also useful to considerate the solid hyperboloid (which is well-defined in homogeneous
coordinates since the degree of the inequality is even):

V={[t:x:y:z] € RP*|2* +y* < 2* + *}.

Given two skew lines l1,lo C V, we can find an isotopy sending l; ~ lp ¢ to the anima of V' and
lo ~ H to its boundary, or we can find an isotopy that sending both lines I1,l ~» H to the
boundary. This is how hyperboloids and isotopic families of lines are related.

Lemma 2. Let r,s C RP3 be disjoint lines.

(i) There exist two fibrations 74 : RP3 — S? in such a way that v and s are fibers and we can
to orient the fibers Ly from wi such that their linking number L(Ly, L) is £1.
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2 Chapter 0. Indice general

(ii) Let t be a line isotopic to a w4 -fiber (respecting r,s). For the case of w4, m_(t) is a circle
separating w_(r),w_(s) while w4 (t) is either a point or a circle wich does not separate
m_(r),m—(s) (an analogue statement holds if we switch w4 and 7w_).

If we make a link L C RP? projection with 7 ; after an isotopy, the lines of L which become
fibers will be projected to points, while the others will be projected onto circles containing
images of the other lines in the two discs they bound in S?.

Classification of links of lines

It is easy to see that any two-line links are isotopic between they, so there is only one
two-line link. In the Theorem 2.2 we will see that two triples are isotopic if and only if they
have the same linking number. There are only two different triples and one is the mirror
image of the other (so the image by a reversing-orientation homeomorphism).

To study the general case, we will use hyperboloids to study their structure.

Definition 3. Two lines 1 and [l in a link £ are isotopic if, after an isotopy, we can find a solid
hyperboloid V such that l1,lo C V and £\ {l1,l} NV = 0.

Lemma 4. The isotopy of lines in a link L is an equivalence relation.
Definition 5. The resulting link by take one line of each equivalence class is called derived link.

The derived link, with the signed number of lines in each equivalence class allow to recover,
up to isotopy, the original link. If a link is compossed by p equivalence clases A1, ..., Ap, each
one with its corresponding hyperboloid, we will denote (£A;, ..., A,) according to € was +1 or
—1; the sign is irrelevant in the first derivate if p = 2. The notation (£n) corresponds to an
n-line link, with one equivalence class and linking number +1. Inductively, we can represent
in this way the so-called completely decomposable links. Both three-line links (all of them are
completey descomposable) are represented as (£3).

To study the four-line links, we will use their derived links and the fibrations. We will start
with a sub-link of three lines and we will add the fourth line. As we will see in the work, we
obtain three different four-line links: (+4) y ((+2), (—2)).

To study the five-line links we follow the same strategy, it becomes harder because a non-
decomposable link appears; there are seven differents five-line links.

To decribe the six-lines links, it is useful to considerate another general construction to pro-
duce links, named the join. We take two skew lines [ and m, oriented, with linking number —1.
We pick k points in each one of these lines denoted Aq,...,Ar y By,..., By respectively, fol-
lowing the orientation of the lines. Now we takes a permutation o of {1,...,k} and construct
the lines A; B, ;).

In the six-line case, we only check that the links in Viro’s classification are pairwise non-
isotopic; to see this, we will introduce a new invariant, namely the number of triples with positive
linking number. Two links with distinct number of positive triples are not istopic.There are two
link non-distinguished by this invariant, and this is why we must introduce more topological
invariants.

Fundamental group and braids

To find the expected invariants, we introduce the topological concept of fundamental group
defined as the set of relative homotopy classes of loops based at a point (continuous maps from a
closed interval starting and ending at the same point), where the product is defined by the sum
of paths. Hence, 71(X;xq) is the fundamental group of X based on xg. In a path-connected
space, the isomorphism type of the group does not depends on xg and sometimes we will omit it.
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In the second part of the work, we compute the fundamental groups of the complement of
the links we want to study. To compute these fundamental groups, we will use a generalized
version of the Seifert-van Kampen Theorem 3.6.

Theorem 6. Let X =Y U Z where Y, Z are path-connected and ZNY = AgU A1 U---UA,
r > 0 where A; are the path-connected components of the intersection.

For each x; € A;, i =0,--- ,r, we fix continuous paths
vwi:l0,1] — Y vzi:10,1] —— Z
0 —— x9 0 —— 2o
1 — Z; 1 — Z;

Let us denote n; == [y, - 753 € m(X;30) (where no = 1). Then:

m1(Yixo) x m (25 x0) % Zmy * - -+ x Ly

71'1()(;:170) = : 1 ; —1 1
(’YY,iZY(Oé)’7y7Z~ = UiVZ,iZZ(a)’VZJ‘m’ loc € m1(Ai, i)

With this result, we compute 71 (R? \ I') where I is a finite plane graph inducing a celular
decomposition of a topological disc D. We prove that the group is isomorphic to the free group
F,., where r is the number of 2-cells in the decomposition of D. Also, this group is isomorphic
to a group combinatorially constructed from I' and D as follows. Let V = {vertices of I'},
L = {edges '} and R = {faces of D}; the incident edges in a vertice, has a counterclock-
wise cyclic orientation. We define the group taking a generator for each (oriented) edge and a
relationship for each vertex:

Gr = <g[,f € [,’RU, (NS V>,

where the relationships R, is the product of the corresponding generators to each edges getting
out from v with the cyclic order. One of the relations is consequence of the other ones. Thanks
to this result, we will present a proof of Wirtinger Theorem, which computes the fundamental
group of the complement a link in S3.

The previous result is extended when we add m rays to I' (exterior half-lines based on
vertices of 0D).

Proposition 7. Let I'g = I'U {m rays} be a non-compact graph where I" is a compact graph as
above (with r faces). Then:
TR\ T) = F,p (1)

With the same techniques, we will can compute 71 (R3\ £), where £ is a skew line link. Using
Seifert-van Kampen Theorem, we will extend this result to RP? \ £, adding relationships than
came from infinity. In order to obtain a meaningful presentation of the group, it is convenient to
introduce the braid group and its action on the free group. The braid group not only allows give
a more compact presentation of the group 71 (RP3 \ £), but it also allows to efficiently compute
polynomial invariants as the Alexander, Jones or HOMFLYPT polynomials, that allow us to
end the clasification of the nineteen different siz-line links.






Introduccion

En este trabajo vamos a hacer una clasificacion de conjuntos de rectas que se cruzan en
el espacio proyectivo. Para esta clasificaciéon lo tinico que nos va a interesar son las posiciones
relativas de las rectas del conjunto, no nos vamos a fijar ni en los angulos ni en las distancias
entre ellas. Realizaremos un estudio topologico de dichos conjuntos (o enlaces) de rectas, en
busca de algtn invariante que nos diferencie unos de otros segin sus caracteristicas.

Para ver si un conjunto de rectas esté relacionado con otro, miraremos si podemos conseguir
uno de ellos a partir del otro mediante algiin movimiento, de forma que en el proceso las rectas
se mantengan disjuntas en todo momento. Como trabajaremos en el espacio proyectivo aunque
nos fijemos en las trazas de las rectas en el espacio afin, ésto implica que las rectas tampoco
pueden ser paralelas.

Si un conjunto de rectas lo podemos obtener a partir de otro mediante una isotopia, diremos
que ambos conjuntos tienen el mismo encaje o que son isotopicos; en caso de no poder, diremos
que el encaje es distinto o que son no-isotdpicos.

La dificultad de determinar si dos conjuntos de rectas son o no isotépicos depende sobre todo
del niimero de rectas de que componen los conjuntos, cuantas mas rectas tienen, més dificil es
encontrar una isotopia entre ellos. Para resolver este problema, nos basaremos en la idea que
nos proponen Oleg y Julia Viro [10]. El caso de més rectas ha sido estudiado por otros auto-
res |2]. Empezaremos por los casos mas sencillos (conjuntos de 2 rectas) e iremos aumentando
la dificultad a la vez que iremos encontrando herramientas que nos permitan trabajar con los
conjuntos de forma mas sencilla.

También estudiaremos las propiedades topologicas de las configuraciones clasificadas, en par-
ticular calcularemos el grupo fundamental del espacio resultante de considerar el complementario
del conjunto de rectas a estudiar en el espacio proyectivo, asi como otros espacios asociados,
como la preimagen de las rectas por la cubierta universal del espacio proyectivo (es un enlace en
la esfera tridimensional), para el cual calcularemos los polinomios de Alexander multivariables y
de Jones, los cuales nos ayudaran a diferenciar los enlaces que no podiamos con técnicas més di-
rectas. Para llegar a esto, nos serviremos del Teorema de Seifert-van Kampen generalizado y de
la presentacion de Wirtinger para nudos y enlaces de rectas, al igual que buscaremos representar
dichos conjuntos de rectas como complementarios de grafos y como trenzas, para posibilitar el
estudio de sus grupos fundamentales.






Capitulo 1

Definiciones y primeras propiedades

En primer lugar, vamos a hacer una explicacién y pequena ampliacién de lo que exponen O.
y J. Viro en su articulo [10]. En él, realizan un estudio de enlaces de rectas en RP? buscando
aquellas que no son isotopicas entre si e introduciendo varios invariantes para poder determinar
si existen o no dichas isotopias. Empezaremos por los casos mas sencillos, (2 y 3 rectas) para ir
introduciendo progresivamente, los conceptos necesarios para acabar realizando la clasificacion
de los mas complicados (hasta 6 rectas).

Definimos el espacio proyectivo de dimensiéon n, RP™, como el conjunto de las rectas vecto-
riales en R™"*1. También podemos verlo como el cociente R**1\ {0}/R*, dénde R* := R\ {0}
actiia en R"™1\ {0} por multiplicacién, induciendo la relacién de equivalencia por la que dos
puntos estan relacionados siempre que ambos sean proporcionales.

Observemos que RP" se puede ver como R™ U RP"™! (el espacio afin y el hiperplano del
infinito). En particular, las rectas proyectivas son R U RPY, es decir, son homeomorfas a la
compactificacion por un punto de R, es decir a S'.

1.1. Orientaciones y semi-orientaciones

En primer lugar vamos a recordar el concepto de orientabilidad en una variedad diferencia-
ble. Para ello, recordemos que una orientacién de un espacio vectorial real de dimensién finita
se corresponde con la eleccion de una base ordenada; dos bases ordenadas definen la misma
orientacion si el determinante del cambio de base es positivo.

Definicién 1.1. Una orientacion de una variedad M, es una aplicaciéon que asigna a cada p € M
una orientacion 6, del espacio vectorial tangente 7,,M, de manera que podemos encontrar un
atlas de cartas de tal forma que, para cualquier carta que contenga a p, la base definida por la
carta esta en la orientacion 6,. Una variedad se dice orientable si admite una orientacion.

Es facil ver que RP™ es orientable si y solo si n es impar. Para el caso de las rectas (que son
RP!, es decir, circunferencias), su orientacién vendra dada por el sentido que les otorguemos. El
espacio proyectivo, visto como la unién de R? y el plano RP?_ del infinito, tiene como orientacién
la inducida por la orientacion positiva de R3. En un conjunto de n rectas hay 2" posibles
orientaciones (2 para cada recta).

Definiciéon 1.2. Se llama semiorientacion de un par de rectas, a un par de orientaciones
opuestas de dicho conjunto. (Figura 1.1)

En el caso de RP3?, debemos tener en cuenta que si buscamos una isotopia entre dos pares
de rectas, en el proceso (ademéas de no poder intersecar las rectas) tampoco podemos tener
una situacion de paralelismo entre las rectas, ya que eso significa que ambas se intersecan en el
infinito. Sin embargo, podemos llevar una de las rectas hacia el infinito hasta sobrepasarlo, lo
que nos devolvolveré la recta con la orientacién contraria a la que tenia antes de moverla y con

3



4 Capitulo 1. Definiciones y primeras propiedades

KX

Figura 1.1: Semiorientacién

la posicion cambiada respecto a la otra recta del par (es decir, si estaba delante estara detrds y
viceversa).

1.2. Numero de enlace

Si M es una variedad de dimensién 3 conexa y compacta, un nudo en M es una inmersién
inyectiva ¢ : S' — M (por la compacidad de S!, es un homeomorfismo sobre la imagen).
Diremos que Y es una superficie orientada que bordea K si 0¥k = S! y existe una inmersion
®:Yx — M tal que Pjpy, =@y B(Xk) NS = 0.

En general, denotaremos lo anterior escribiendo 0¥k = K; si @ g5, recorre p veces ¢,
diremos que 0¥ = pK, p € N.

Definicién 1.3. Sea M variedad de dimensién 3, conexa compacta y orientada. Sean L, K C M
dos nudos orientados, tales que L N K = (). Supongamos dp,q € N tales que qL = 90X y
pK = 0Xk, respetando orientaciones, y tales que X M L y X7, th K. Definimos el nimero de

enlace de L, K:

1 1
L(LK) = YKL= VLK

donde - es el nimero de interseccion.

Observacion 1.4. Usando argumentos de topologia algebraica, la definicién anterior no depende
de las elecciones y es invariante por isotopia.

Dos nudos en S? siempre verifican la condiciéon (para p = ¢ = 1), por lo que su ntimero de
enlace es un namero entero. Tomemos una recta L en RP3. La representacion del RP? como un
disco con identificaciones en el borde (que representa L), lo podemos interpretar como un disco
Dy, cuyo borde es 2L (la imagen es un plano proyectivo que contiene a L), como se ve en la
Figura 1.2. A la derecha vemos la situacion cuando RP? lo vemos como un plano ampliado en
el infinito.

Figura 1.2: Plano proyectivo y orientaciones

Por tanto, es posible definir el niimero de enlace de dos rectas disjuntas en el espacio proyec-
tivo. Como una recta corta a un plano proyectivo en exactamente un punto, dadas dos rectas
disjuntas Ly, Lo, tendremos que £(Li, Lo) = :l:%, segln las orientaciones en el punto de inter-
seccién. Si se comportan como en la Figura 12 del Anexo A.3, el niimero de enlace es positivo.
Observemos que si ahora tomamos la recta Lo y la alejamos de L; hasta atravesar el infinito,

aparecera por el otro lado de Lq con la orientacién cambiada, pero como hemos realizado una
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isotopia, el nimero de enlace no cambia. Si ahora es L; la que nos llevamos al infinito, obten-
dremos el mismo enlace con orientaciones simultdneamente opuestas y con el mismo nimero de
enlace. Por lo que, en efecto, ambas posibilidades son isotépicas. Es decir, el nimero de enlace
no cambia en la misma semiorientacién. Si cambiamos la orientacion de una de las rectas, el
nimero de enlace cambiara, pero si cambiamos la orientaciéon de ambas, el niimero no cambiaré.
Por lo cual, el niimero de enlace es un tnvariante de un par semiorientado de rectas. Esto lo
usaremos mas adelante.

Observacion 1.5. Por abuso de notacién omitiremos el denominador 2 y los niimeros de enlace
entre rectas disjuntas seran =41.

Lema 1.6. Dos pares de rectas semiorientadas son isotopas si y solo si tienen el mismo niumero
de enlace.

Se demuestra en el Anexo A.3.1. También podemos definir el mismo concepto de ntimero de
enlace para enlaces de tres rectas:

Definicién 1.7. El nimero de enlace L(a,b,c) de una terna de rectas a, b, ¢ dos a dos disjuntas
se define como el producto de los niumeros de enlace de los tres pares de rectas.

Observacion 1.8. El ntmero de enlace de una terna de rectas no depende de la orientacion de
las mismas, ya que si cambiamos la orientacién de una de las rectas cambia el ntimero de enlace
de dos de los pares y el producto no cambia de signo.

1.3. Conjuntos anfiqueirales y no-anfiqueirales

En RP? (y en R?) hay homeomorfismos (y difeomorfismos) que cambian o invierten la orien-
tacion. La imagen especular es un ejemplo de ello.

Definicion 1.9. Diremos que un conjunto de rectas disjuntas dos a dos es anfiqueiral si es
isotopico a su imagen especular, en otro caso, diremos que el conjunto es no-anfiqueiral.

Dada esta definicién, vemos claramente que una terna de rectas siempre es no-anfiqueiral,
mientras que un par siempre es anfiqueiral. Es obvio que cualquier conjunto o enlace de mas de
tres rectas contiene ternas de rectas y acabamos de ver que cualquier terna es no-anfiqueiral, ya
que las ternas cambian su nimero de enlace cuando las miramos reflejadas en un espejo. Por lo
tanto, si el enlace es anfiqueiral, debe tener el mismo ntimero de ternas con ntimero de enlace 1
que con nimero de enlace —1, de lo que deducimos que el ntiimero de ternas debe de ser par.

Teorema 1.10. Si p =3 mébd 4, cualquier enlace compuesto por p rectas serd no-anfiqueiral.

Demostracion. El nimero de ternas que hay en un enlace de p rectas es W que sera un

nimero impar < p = 3 méd 4. O

El Teorema 1.10 nos dice que podemos construir enlaces no-anfiqueirales de p rectas para
cualquier p > 3. Pero todavia no sabemos si hay o no enlaces anfiqueirales de p rectas cuando
p = 3mdd 4. La respuesta va a ser que si, para verlo vamos a considerar dos casos: p par y
p=1mébd 4.

Consideraremos un par de rectas con nimero de enlace 1 y anadiremos una recta horizontal
que corte a ambas rectas por debajo del punto de cruce de ambas como muestra la Figura 1.3a.

Vamos a considerar ahora las rectas l; y Iy como las dnimas de dos hiperboloides que se
crucen, de esta forma la tercera recta e cortara a cada hiperboloide en dos puntos. Colocamos
dos rectas en cada hiperboloide, una a cada lado de la recta e, como se muestra en la Figu-
ra 1.3b. Buscaremos una isotopia entre el enlace de 5 rectas formado por las cuatro rectas de
los hiperboloides H; y Hy y la recta e y su imagen especular.
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[

(a) Situacion inicial (b) Hiperboloides (c) Primer paso

Figura 1.3

Primero giramos H; con la recta e como eje, el cual moveremos ligeramente hacia atras para
que, al terminar el giro, H; quede detras de Hy como en la Figura 1.3c.

A continuaciéon empujaremos Hp para colocar el cruce de sus dos rectas por encima del cruce
entre los dos hiperboloides como se muestra en la primera parte de la Figura 1.4 y finalmente
haremos un giro de 180° obteniendo la segunda parte de la Figura 1.4, que es la imagen especular
del enlace que teniamos en la Figura 1.3b.

Figura 1.4: Final del proceso

Utilizando este argumento, vamos a ver que hay enlaces anfiqueirales de 4¢ + 1 rectas. En
la Figura 1.3b, vemos un enlace para ¢ = 1. La recta horizontal corta cada hiperboloide en dos
puntos y tomamos en cada uno de ellos ¢ rectas por delante y q rectas por detréis. Esto resuelve
el caso p =1 mdd 4.

Si en este ejemplo olvidamos la recta horizontal y tomamos en cada hiperboloide m rectas
(la posicion con respecto a e no importa, por lo que m no necesitar ser par), entonces tenemos
un enlace anfiqueiral de 2m rectas, es decir el caso p par.

1.4. Rectas e hiperboloides

Al final de la seccion 1.3, nos hemos servido de unos hiperboloides para trabajar con los
enlaces de rectas. Consideremos ahora un hiperboloide eliptico H, veamos algunas propiedades
de esta superficie que nos seran tutiles.

Proposiciéon 1.11. Un hiperboloide eliptico H cumple las siguientes propiedades:
i) Si una recta tiene 3 puntos en comin con H = es generatriz.
ii) Un plano que contiene a una generatriz de H, interseca H en dos generatrices.

iii) Dada una terna de rectas disjuntas dos a dos, hay un hiperboloide eliptico que las contiene.
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La demostracion se encuentra en el Anexo A.3.2. De la propiedad iii) deducimos que podemos
encontrar un hiperboloide que tenga a las rectas de cualquier terna de rectas dos a dos disjuntas
como rectas generatrices. Vamos a definir los hiperboloides en RP? como:

H={(z,y,2) €R}|2* +y* =22+ 1} CH={[t:2:y:2] € RP’|2® + y* = 2* +*}
Vamos a trabajar con los hiperboloides sélidos:
V={(z,y,2) € R}z 4 3> §z2+1} CV=A{[t:z:y:7] ERP3|x2+y2§z2—|—t2}

Asi, trabajaremos con rectas dentro de estos hiperboloides sélidos, vamos a buscar una forma
sencilla de representar las distintas rectas que podemos encontrar en V.

Sea | C V una recta, es claro que [ corta al disco D = {(z,y,0) € R|z? +y? < 1} en
un punto p € D NI Ademés, si [ C V, la direccién de ! no puede ser horizontal y viene
determinada por un vector (v,1), v € R2. Estos dos datos identifican a la recta que denotaremos
lpy = (p,0) + A(v,1)). B

Para que dicha recta esté en V, tiene que satisfacer las condiciones siguientes (calculos
sencillos):

ll> <1, llpl? <1, lplPllol?sen® e+ 1> [Ip]* + [lv]]* = <(p,v).

Si queremos que I, C H, es decir que sea una recta generatriz del hiperboloide, tedra que
cumplir:
2 2
lol*=1,  lplI*=1,  (p,v)=0.

Es decir p, v forman una base ortonormal de R?. De lo que podemos deducir que habra dos tipos
de rectas en H dependiendo de si det(p,v) =1 6 det(p,v) = —1.

Lema 1.12. Consideramos dos rectas disjuntas, es facil ver que l,, Nlgw =0 ¢g—pyw—v
son linealmente independientes.

Demostracion. Recordemos que Iy, = (p,0) + A(v,1) ¥ lgw = (¢,0) + p(w, 1). Silpy Nilgw # 0,
se tiene (p,0) + A(v,1) = (¢,0) + p(w,1) = A = p.
Asi tenemos que: (p—¢q)+A(v—w) = 0 = g—p y w—v deben ser linealmente dependientes. [

Si tenemos l1,lo C V, l1 Nly = B, podemos encontrar una isotopia que nos lleve I ~ loo
al anima del hiperboloide y Io ~» H al borde, o bien, podemos encontrar una isotopia que nos
lleve ambas rectas i, ls ~ H al borde.

Veamos que el espacio proyectivo como unién de toros sélidos. Consideremos el hiperboloide
en RP? h : 22 4-9% = 22412, observar que en RIP3, si utilizamos esta superficie para descomponer
nuestro espacio como uniéon de H : {: 22 +¢y? < 22 + 42} y V 1 {1 22 + 9% > 22 + 2}, es facil
ver que V es un toro sblido pero, por simetria, vemos que H es también un toro, por lo que
podemos descomponer RP3? como unién de dos toros sélidos que se intersecan en la frontera de
ambos (HNV =22 +y? = 22 +12).

1.5. Fibraciones

Lema 1.13. Sean r,s C RP? dos rectas disjuntas. Entonces,

(i) Ewisten dos fibraciones m+ : RP? — S? de tal manera que v y s son fibras y podemos
orientar las fibras Ly de my para que su nimero de enlace L(Ly, L) sea £1 (con esa
orientacion, L(r,s) = £1).

(i) Sea t C RP? otra recta disjunta con las anteriores tal que t isétopa es a una fibra de 7+
(sin tocar r U s). Si lo es a una fibra de my, m_(t) es circunferencia que separa a w—(r)
de m_(s) ; m+(t) es un punto o una circunferencia que no separa (un enunciado andlogo
se sigue si t es isétopa a una fibra de w_, intercambiado w1 y w_ ).
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Demostracion. Vamos a calcular la imagen de una recta por 7, de donde se deducen los resulta-
dos, asumiendo que r, s se envian sobre 0, 0o € S? = CU{oo}. Utilizando la misma representacién
para las rectas que la utilizada en la seccion 1.4, definimos la recta L = (p,0) + (v, 1). Si te-
nemos en cuenta que R x C = R?* C RP3, podemos considerar que p,v € C. De esta forma,
consideramos (A, p + Av) = (z,w) CR x C.

Definimos ahora la funcion

P:RxC ——C
w

1+iz2’

(z,w) —

que se extiende a RP? y CU{oo}. El ntimero de enlace de r = lpo y s = ®71(c0) es +1. De esta

manera,
P+ v

(L) = eC

( ) 141 ’

p+)'\v - w—.p

1+3A v+ 1w

w—p w—p:><w_p—iv><w_p—l—z'v):(p+iv)(p—iv):>"w_p—iv

Si llamamos w = € R, por lo tanto:

2 .
_ llp + wH2

4

vtiw  1+iw 2 4 2

Es decir, la imagen es una circunferencia centrada en 1% y de radio M

Del apartado 1.4 deducimos que al llevar las rectas al borde del hiperboloide, tendremos que
se cumple [|[v|2 = 1, ||p||> = 1 y v = %ip seglin pertenezcan a la fibra 1. Asi que si una recta
pertenece a la fibra 7, y calculamos su imagen por esa misma fibra, obtendremos una recta
centrada en p y de radio 0. Mientras que si una recta pertenece a la fibra m_ y calculamos su

imagen por 7, obtendremos una circunferencia de centro 0 y radio ||p||. O

Podemos utilizar esto para estudiar los enlaces, si realizamos una proyecciéon de un enlace
L C RP? sobre 74, las rectas de L que sean isétopas a la fibra escogida, se proyectaran como
circunferencias que no rodean ni a 0 ni a co que podremos isotopar a puntos, y las que sean
is6topas a la otra fibra, se proyectaran sobre circunferencias concéntricas. Los puntos que no
estén separados unos de otros por circunferencias, representarén a rectas isétopas del enlace con
nimero de enlace +1 (41 si hemos proyectado sobre 74 y viceversa), lo mismo pasara con las
circunferencias que no separen puntos, pero en este caso tendran el niimero de enlace opuesto a
las anteriores.



Capitulo 2

Configuraciones de enlaces de rectas

2.1. Dos y tres rectas

Como hemos visto en el capitulo anterior, el nimero de enlace es un invariante para pares
de rectas, asi que vamos a explicar como calcular el nimero de enlace para un par de rectas.

Con las observaciones dadas anteriormente para calcular el ntimero de enlace, elegimos pri-
mero un plano proyectivo que no contenga a ninguna de las dos rectas, que tomaremos como
plano del infinito. En el espacio afin R3 que queda, representamos las rectas usando una proyec-
cién sobre un plano. Como las rectas son disjuntas en RP3, las rectas representadas en R? son
disjuntas y no paralelas. Por tanto, se proyecta en dos rectas no paralelas en el plano. Como
habitualmente, representamos quién pasa por encima y por debajo desconectando la recta infe-
rior. El nimero de enlace se calcula asi: se rota la recta superior sobre la inferior siguiendo el
camino maés corto. Si este es antihorario, el niimero de enlace es positivo; si es horario, negativo.

i/ \7
WA
Figura 2.1: Pares de rectas con distinto ntimero de enlace

En conclusién, si olvidamos las orientaciones o semiorientaciones, todo par de rectas disjuntas
es 1sotdpo a un par de rectas disjuntas dado, por lo tanto hay un tinico enlace de dos rectas.

Vamos a ver cémo se realizan estos calculos algebraicamente. Vamos a considerar un par de
rectas disjuntas Li, Lo C RP3 como subespacios vectoriales: L, = R(v1,v2), Lo = (wy,ws), asi
{v1,vo, w1, wo} es base de R*.

Lema 2.1. Con las notaciones anteriores, si {v1,va, w1, wa} es base positiva de R*, entonces,
L(Ly,L2) = 1. En caso contrario, L(Li,Ls) = —1.

Demostracion. En R* consideramos coordenadas homogéneas [t : x : y : 2], e Identificamos R3
con t = 1. Como GL™(4;R) es conexo, podemos suponer que si £(L1, Ly) = 1, entonces, L1, Ly
estan engendrados por las columnas de las matrices

10 10
01 00
00 /J»\10
00 01

En R3 corresponden a las rectas Ly : y = 2 =0, Ly : y = 1,2 = 0, como en la Figura 12, lo que
prueba el resultado. ]
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Tomemos ahora tres rectas Li, Lo, L3. Las orientamos para que £(L1, Ly) = £(L2, L3) = 1.
Con otro cambio de coordenadas (positivo), podemos suponer que L1, Ly estan engendrados por

las columnas de
10 00
01 00
00 ) 10 .
00 01

Una base de L3 esta formada por las columnas de

Ir )
1] A € Mat(2;R).

Como L3 es disjunta a L1, necesariamente A € GL(2;R) y el signo de £(L1, L3) coincide con el de
det A. Es decir, tras un cambio de coordenadas positivos solo nos quedan estas dos posibilidades.

Iy 0 I
Lq: Lo : Ls : .

La segunda se obtendria tomando como A una matriz de determinante negativo. Sin embargo,
cambiando la orientaciéon de Lo podemos tomar las rectas orientadas

Iy 00 01
Ly 0 yLo: | 9% ) La:| o1
10 10

de manera que los tres ntimeros de enlace son negativos. Es claro que un cambio de coordenadas
negativo cambia el signo del producto de los nimeros de enlace, asi que son imagenes de espejo
la una de la otra, por lo que tienen distinto niimero de enlace. Podemos deducir el Teorema 2.2.

La primera es:

Teorema 2.2. Dos ternas de rectas son isotdpicas < tienen el mismo numero de enlace. Solo
hay salvo isotopia dos ternas posibles y una es la imagen especular de la otra.

En [10], estas dos ternas se representan como como aristas de un cubo como en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Tipos posibles de ternas

2.2. Rectas isotépicas de un enlace. Enlace derivado.

Dos rectas de un enlace se dicen isotdpicas si existe una isotopia del enlace que nos lleva la
una a la otra. Vamos a dar una definicion més precisa, si utilizamos las caracteristicas de las
rectas y los hiperboloides vistos anteriormente, podemos deducir la siguiente definicion:

Definicién 2.3. Dos rectas [1 y ls de un enlace £ seran isotdpicas si hay una isotopia que nos
permite acercar una recta a la otra de tal forma que podemos encontrar un hiperboloide sélido

V tal que ll,ZQCVyﬁ\{ll,lg}ﬂV:Q).

De esta definicién podemos deducir el siguiente lema:
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Lema 2.4. La isotopia de rectas en un enlace L es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Haciendo uso de la definiciéon anterior, veamos que la isotopia de rectas cumple
las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad:

= Reflexividad: Es obvio que VI € L, [ es is6topa a si misma.
s Simetria: Es directo, si 1,2 son isétopas, ambas estaran en el mismo hiperboloide.

» Transitividad: Supongamos que podemos encontrar un hiperboloide V; tal que las rectas
l1 y Iy estén contenidas en él (son is6topas) y un hiperboloide V5 para las rectas la y 3. Por
lo visto anteriormente, podemos llevar I; al &nima de V; y lo al borde, para a continuacién
intercambiar su situaciéon mediante una isotopia y tener I en el &nima y 1 en el borde, por
lo tanto, tendriamos a [y en la posicién anterior de ls, asi que el hiperboloide V5 contendria
ahora a l{ y a l3, por lo que serian isétopas. ]

Observacion 2.5. Teniendo en cuenta la Definicion 2.3 y el Lema 2.4, un conjunto de rectas
isétopicas {l1,la,--- 1} de un enlace £ es una clase de equivalencia. El resultado siguiente es
inmediato.

Lema 2.6. Rectas isotopicas tienen la misma posicion relativa con respecto al resto de rectas
del enlace, esto quiere decir que si a y b son rectas isotopicas y ¢ y d son otras dos rectas del
mismo enlace, entonces las ternas {a,c,d} y {b,c,d} tienen el mismo nimero de enlace.

Definicién 2.7. El enlace resultante de tomar un representante de cada clase de equivalencia
se llama enlace derivado.

Definiciéon 2.8. Una clase de rectas isotopicas de un enlace es un invariante (= +1) que
denotaremos e-clase.

Definicién 2.9. Un enlace se dice completamente descomponible si podemos tomar sucesivos
enlaces derivados hasta llegar a la forma de un enlace de una sola recta.

Un enlace completamente descomponible se puede caracterizar por los invariantes asocia-
dos a sus enlaces derivados. Denotaremos por (g,) a un enlace de p rectas generatrices de un
hiperboloide que forma una € — clase de rectas isotopicas.

Si consideramos p hiperboloides que abarcan regiones disjuntas del espacio y que contienen
las rectas de un enlace (¢,) como sus ejes. Si un enlace esta compuesto por p sub-enlaces
Ay, ..., A,, cada uno en su correspondiente hiperboloide, lo denotaremos por (eAj,..., Ap)
segiin € sea +1 6 —1. Visto este concepto de derivado, podemos construir enlaces de rectas
partiendo de un par de rectas y haciendo la construccion a la inversa, desdoblando rectas de
forma que su nimero de enlace sea el que nos interese. Si p = 2 el signo es irrelevante (solo en
el primer enlace derivado) y si A; = (£m), A;(£n) (con el mismo signo e igual a ), entonces
se pueden reemplazar por (£(m + n)).

2.3. Enlaces tipo join.

Para enlaces de rectas mas complicados, con mayor niimero de rectas, vamos a necesitar una
construccion propuesta por Mazurovskii en [6] y en 8] para representar algunos enlaces de rectas.
Para ello tomamos dos rectas [ y m que se cruzan, orientadas, cuyo nimero de enlace sea —1.
Marcamos k puntos en cada una de estas rectas y los denotamos como Aq,..., Ay v By,..., B
respectivamente, respetando la orientacion de las rectas. Tomamos ahora una permutaciéon o de
{1,...,k} y ahora construimos nuestro enlace de rectas uniendo A; con B (iy.-

Definicion 2.10. El enlace de k rectas A1Bgy(1), ..., AxBy(x) se llama join de la permutacion
y se denota jc(o).
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Vamos a explicar como construir el join de una permutaciéon. Para ello vamos a tomar dos
rectas m y | con namero de enlace —1: | := {(z,ex,1)} y m := {(x,0,0)} con 0 < ¢ < 1.
Marcamos n puntos sobre cada recta, separados por una unidad (cada uno relacionado con
su homologo de la otra recta). Si ahora aplicamos cualquier permutacion, y construimos las
rectas que se forman, podemos comprobar facilmente que los cruces que obtenemos entre m y [
tienen nimero de enlace +1, mientras que los cruces que quedan por encima de [, para obtener
la situacién de las rectas en el infinito, seran de niimero de enlace —1. Podemos verlo en un
ejemplo:

Figura 2.3: Representacién de un enlace tipo join.

El concepto de trenza, que se introduce en la seccion 3.4 permitiré codificar apropiadamente
los enlaces join a partir de lo representado en la Figura 2.3.

Observacion 2.11. Es facil ver que si o es una permutaciéon de n cifras, entonces la permutacion
(1,...,n)%*(1,...,n)® define un enlace isétopo al de o. Es més, si § es la permutacion tal que
j% =n+1—j, entonces jc(o~18) es isétopa a la imagen especular de jc(o).

2.4. Cuatro y cinco rectas

Vamos a demostrar que todo enlace de 4 rectas es isotopico a uno de los tres de la
Figura 2.4.

Figura 2.4: Enlaces No-isotopicos de Cuatro Rectas

Para demostrar que no hay mas enlaces posibles, vamos a servirnos de lo propuesto antes
en la seccién 1.5. Vamos a partir de los enlaces de tres rectas y anadiremos una recta a estos
enlaces para obtener los de cuatro. Para ello nos servimos del Lema 1.13; estudiamos los distintos
enlaces de cuatro rectas que podemos formar, que se muestran en la Figura 2.5 (en negro las
rectas proyectadas del enlace de tres rectas del que partimos y su derivado y en rojo la recta
anadida proyectada y el derivado del enlace resultante), obtenemos que todos son isotépicos a
los de la Figura 2.4, que son completamente descomponibles y cuyos derivados son (4), (—4) y
((2), (—2)). Y no hay més posibilidades.

Por otro lado, se puede probar que cualquier enlace de cinco rectas es isotépico a uno
de los siete que se muestran en la Figura 2.6.
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{+3) {+3) {(=3)
(e e O OO
<f

((=2),(+2))  (+4) 4)

Figura 2.5

Figura 2.6: Configuraciones de cinco rectas

Seis de ellos son enlaces no-anfiqueirales y completamente descomponibles y tienen los sim-
bolos:

(+5), (=5), ((+3),(=2)), {(=3),(+2)), (+(1),(=2),(=2)), (=(1),(+2),(+2))

El séptimo, no descomponible, es isomorfo a uno que hemos visto anteriormente (Figura 1.3b).

Podemos ver que los siete enlaces son no-isotépicos viendo el niimero de ternas con niimero de
enlace positivo (niimero debajo de cada enlace en la Figura 2.6), que como sabemos se conservan
bajo isotopias.

De la misma forma que hemos hecho en el apartado anterior, podemos buscar todos los
enlaces de cinco rectas partiendo de los distintos enlaces de cuatro rectas y anadiendo una
quinta de distintas formas. En este caso, encontrar todos los casos ya se empieza a hacer algo
complicado, de hecho, en este caso obtenemos un enlace no descomponible y anfiqueiral, que
es dificil de representar con las fibraciones, para representar este tipo de enlaces, deberemos
considerar la quinta recta anadida contenida en el plano horizontal y en vez de trabajar con las
proyecciones de las distintas fibraciones, podemos trabajar con los cortes de las distintas rectas
sobre dicho plano y podemos ver en que casos podemos obtener un isotopia que nos transforme
el enlace en uno de los descomponibles y en qué casos no. Si lo hacemos teniendo en cuenta las
posibles isotopias, llegamos a los tipos que obtiene Viro.

2.5. Numeros de enlace de ternas como invariante de enlaces

Otra forma de caracterizar un enlace de rectas, es buscar las distintas ternas que podemos
encontrar en ellas y contar el niimero de ternas positivas y el niimero de ternas negativas que
contiene cada enlace. De esta forma podemos guardar el ntimero de ternas con nimero de enlace
positivo y caracterizar cada tipo de enlace con este ntmero, asi, los distintos tipos de enlaces
de cuatro rectas seran los que se ven en la tabla de la Tabla 2.1.

Podemos hacer un programa en Sagemath que nos calcule este nimero para cualquier enlace
que le introduzcamos (lo introduciremos en forma de trenza, mas adelante explicaremos como
representar un enlace como una trenza)y también podemos pedirle a Sage que quite una recta



14 Capitulo 2. Configuraciones de enlaces de rectas

Enlace: | (4) | (—4) | ((2)(—2))
Ternas +: | 4 0 2

Tabla 2.1: Tabla de signos de ternas en enlaces de 4 rectas

de un enlace y calcule el ntimero para el enlace resultante de quitar las distintas rectas, de esta
forma podemos ver rapidamente a que enlace de n — 1 rectas le debemos anadir una (y de que
forma) para obtener un determinado enlace de n rectas, aunque no nos sirve para demostrar que
no hay mas, pero puede ser un resultado interesante. Por ejemplo, si al primero de los enlaces
de cinco, numeramos las rectas del 1 al 5 como se muestra en la Figura 2.7.

Figura 2.7

Si introducimos el enlace en el programa de Sagemath, las ternas positivas del enlace de
cuatro rectas resultante de quitar cada recta se representa en la tabla de la Tabla 2.2.

Recta eliminada: |1 |2 |34 |5
Ternas +: 414141414

Tabla 2.2

Lo que nos indica que quitemos la recta que quitemos, el enlace resultante es el que tiene
como derivado (4) que es el que tiene 4 ternas con numero de enlace +1. Estas relaciones las
vamos a utilizar sobre todo en el siguiente caso de 6 rectas, que es mas complicado, para ello
vamos a calcular las ternas "positivas" de cada enlace en la tabla de la Tabla 2.3

Enl: [(+5)(=5)|((+3), (=2)|((=3), (+2)) | (+(1),(=2),(=2)) |{=(1),{+2),(+2)) | indesc.
Ter. +: 10 | O 7 3 6 4 5

Tabla 2.3: Tabla de signos de ternas en enlaces de 5 rectas

2.6. Seis rectas

Es dificil ver que hay 19 tipos de enlaces de 6 rectas. En este caso ya no podemos distinguir
entre enlaces no-isotopicos utilizando el niimero de enlace de ternas de rectas en cada enlace. Para
ver las distintas clases de istopia, debemos calcular invariantes méas complicados. Manzurowskii
dice en [7] que si queremos probar que dos enlaces de 6 rectas no son isotopicos o si queremos
saber la clase de isotopia de un enlace de 6 rectas dado, es suficiente usar el invariante polinémico
de enlaces en RP? que introduce Drobotukhina en [3], sin embargo nosotros vamos a probarlo
de otra manera, mediante el niimero de ternas positivas, como hemos indicado anteriormente,
y con otros invariantes suplementarios.

El enlace derivado de L (Figura 2.8 derecha) coincide con él mismo. Lo mismo ocurre con
su imagen de espejo L', con M (Figura 2.8 izquierda), con su imagen de espejo M’ y también
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con el enlace anfiqueiral je((2,3,5,6,4)), todos indescomponibles. Los enlaces jc((3,4,6,5)) vy
je((1,5,2,3,6)) (que son imagenes de espejo el uno del otro) ambos tienen el mismo enlace
derivado, que es el enlace anfiqueiral indescomponible de 5 rectas.

Figura 2.8: enlace M (izquierda) y enlace L (derecha)

Los otros 12 tipos de enlaces de 6 rectas, son completamente descomponibles. Dos son enlaces
anfiqueirales:

((+3),(=3)) =jc((4,6)),  ((=(1), (+2)), (+(1), (=2))) = je((3,4,6)).

Los otros 10 se pueden dividir en pares de enlaces no-anfiqueirales, cada par compuesto por un
enlace y su imagen de espejo:

(=6) = jc(() con (+6) = je((1,6)(2,5)(3,4))

((+2),(=4)) = jc((5,6)) con ((+4), (=2)) = je((1,5,2,6)(3,4))
(+(=3),(=2), (1)) = je((4,5,6)) con (=(+3), (+2), (1)) = je((1,4,3,5,2,06))
(=(+2), (+2), (=2)) = je((3,4)(5,6)) con (+(+2),(=2),(=2)) = je((1,5,2,6))
(+(=2),(=2), (=2)) = je((3,5)(4,6)) con (=(+2), (+2), (+2)) = je((1,4,5,2,3,6))

Para diferenciar los enlaces no descomponibles, vamos a relacionar cada uno de ellos con
los enlaces de cinco rectas que resultan de eliminar cada una de las rectas como hicimos en la
tabla de la Figura 2.2, para ello vamos realizamos las tablas del Anexo A.1 que relacionan cada
enlace con el enlace de cinco rectas del que proceden. Y vemos que podemos diferenciar todos
los enlaces unos de otros, excepto los enlaces M y M’, que tienen la misma Tabla 2.4:

Tabla 2.4: Enlace M y M’

Recta: 1 2 3 4 5 6
Ternas +: 5 5 5 5 5 5
Enlace: indesc. | indesc. | indesc. | indesc. | indesc. | indesc.







Capitulo 3

Grupo fundamental y trenzas

3.1. Grupo fundamental

Definicién 3.1. Un camino « en un espacio topolégico X se dice lazo basado en xg € X si
tiene xo como principio y final («(0) = a(1) = xp). El conjunto de clases de homotopia (relativa
al borde) de los lazos basados en xg, es el grupo fundamental, denotado 71 (X; o).

Teorema 3.2. La suma de caminos respeta el tipo de homotopia relativo al borde, por lo que
m1(X;x0) tiene estructura de grupo (lo que justifica la definicion anterior).

Corolario 3.3. Sea f: X — Y una aplicacion continua, la aplicacion natural fi : m (X;x0) —
m1(Y; f(xo) = yo) es un homomorfismo de grupos que se conoce como el homomorfismo inducido
por f. Ademds (1x)« = 1 (x:2,) Y Si g:Y — Z es continua, entonces (go f)s = g« 0 fu.

3.1.1. Seifert-Van Kampen

Definicion 3.4. Un subconjunto X de un grupo G es un conjunto de generadores si cada
elemento g € G se puede expresar como producto finito:
ni_ns

g=axtzy? - xp* donde ; € X y n; € Z.

Si hay una tnica manera de expresar g € G como un producto como el anterior, con x; # ;41 y
n; # 0, decimos que X es un conjunto libre de generadores y si un grupo G contiene un conjunto
libre de generadores, decimos que es un grupo libre.

Sea X = U UV, donde U y V son abiertos conexos por caminos y UNV es no vacio y conexo
por caminos. Sea xg € U NV, y sean conocidas las presentaciones:

m(Usxg) = (S1: R1), m(Vixo) =(S2: Ra), m(UNV;xzg)=(S:R).
Con las inclusiones, obtenemos el diagrama conmutativo:

7T1(U;330)

il il*:iU

Para cada oo € m1 (U N V;20), sean iy () el lazo a visto en 71 (U; zp) y lo mismo para iy ().

U
unv X — m(UNV;xp) m1(X; x0)
%

\%
1 (V; 300)

17
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Teorema 3.5. En las condiciones descritas anteriormente:

7T1(U;CE[)) *7‘(’1(‘/;1’0)
(ir(a) =iy(a)|a € m(UNV;x))

m (X = UUV;.%'()) =

Se da un idea de la demostracién en el Anexo A.3.3. Vamos a generalizar este teorema.

Teorema 3.6. Sea X =Y UZ conY,Z conexos por caminos y sea ZNY = AgUAU---UA,
r > 0 la descomposicion en componentes conexas por caminos.

Para cada x; € A; coni=0,---,7, fijamos caminos
i l0,1] — Y vzi:10,1] —— Z
00— 2o 00— xg
1 — I ——

Sean 1; == [y, - v,5] € m(X;z0) (denotamos no = 1). Entonces:

m (Y o) % m1(Z520) % Ly % -+ % Ly,

WI(X;-%D) - : -1 _ . 1 1
(Vv iy () - Vyi =" Vzi- iz(a) “Vzi"; lov € 71 (As, 7))

Idea de la demostracion. De la misma forma que en la demostracion del teorema anterior, dado
un camino vy : I — Y U Z, por compacidad podemos dividir el intervalo I = [0,1] en [o U I; U
...UI, de tal forma que si I; = [tj_1,t;] se tiene que y(I;) €Y 6 Z (alternativamente), de tal
forma que 7(t;) € Y NZ; supongamos que y(t;) € Ap,;. Denotamos ~; := v, y fijamos caminos

a; que unen 7y(t;) con Ty, siendo xp,; el punto base de A, , para j =1,--- ,r — 1. Asi, :
r—1
Y=Y Yoo '72'a2'042_1“--:('71‘041)‘H(aj_l"}’j‘aj—&-l)'(a;l Yr) =1
j=1
Podemos suponer que Im7; C Y y que Im 7%, C Z y que alternan ; para simplificar la notacion,
redenotamos 7y; = 7, para j = 1,--- ,2s con r = 2s. Si ahora definimos los siguientes caminos:
53/:I—>Yquevadex0axiyéiZ:I—>unevade$oaxmi.
Y=g yes = (o8] ) (8] 07 ) (67 vz 05 ) (67 61 ) e (05imy - n2s)-

Con esto se demuestra que el grupo de X esta engendrado por los grupos de Y, Z y los caminos
n;. El final de la demostracion sigue las mismas técnicas que la demostracion del teorema
clasico. O

Corolario 3.7. En las condiciones anteriores, si Z,Ag, A1,--- , A, simplemente coneros =
(X5 20) >~ m (Y x0) * F,.

3.2. Grupo del complementario de un grafo acotado

Sea I' C R? un grafo plano y sea D un disco cuyo borde contenga a I' y que determina una
descomposicion celular de D.

Propiedades. Con las condiciones anteriores, el grupo m1(R3\ T) es libre de rango r.

Demostracion. Es facil ver que R3 \ T tiene el tipo de homotopia de (D x [-1,1]) \ T, por lo
que sus grupos fundamentales son isomorfos. Sean C1,--- ,C; las celdas de D delimitadas por
I'ysean Yy CY; C--- CY, subespacios topologicos definidos como sigue:

Yy = R3\ U(D) U(D) abierto tq D C U(D)
Y; =Y;_1UU(C;) U més alto que U
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Asi: Y, ~ R3\ T'. Como 71(Yp) = 1 y por el corolario anterior sabemos que por cada Y; que
anadimos, también anadimos un generador al grupo libre, por lo tanto, cuando lleguemos a Y,
tendremos 1 (Y,) = F,. O

Para I' y D como antes, definimos los siguientes conjuntos:
V = {vértices de I'}, L = {aristas de I'}, R = {caras de I'}.

Son los elementos de la descomposicion celular de D € R?, donde T' es su 1-esqueleto con ¢
aristas, y tenemos v vértices y r caras. Vamos a definir un grupo de tal forma que para arista
(orientada) tomamos un generador y para cada vértice tomamos una relacion:

Gr=<gg,€€£|Rv,V€V>.

Dos aristas opuestas corresponden a generadores inversos uno del otro. La relacién R, involucra
los generadores gy, correspondientes a las aristas £j con h =1,...,n,y es [l 90 =1, conel
siguiente orden:

gn—l

Proposicion 3.8. Con las condiciones anteriores, Gr = F,., donde r es el nimero de caras.

Demostracion. Distinguimos varios casos.

= Caso de 1 vértice y 1 cara. Asi, £~ =1, por lo tanto, Gp = (97]—) (Figura 3.1a).

= Sianadimos vértices en la frontera. Asi, obtenemos las relaciones: leg_ 11, ZQK—; =1,
b1l b =1 =01 =ly = ... =4y, por lo tanto, Gp = (g[1|—> va que son todo relaciones
de igualdad, asi que afiadiendo inicamente vértices, no cambia el grupo. (Figura 3.1b)

V1 A
1/ vo
L v \
Un—1 4y,
(a) Caso 1 vértice y 1 cara (b) Caso anadiendo vértices en frontera
Figura 3.1
= Consideremos ahora el grafo I' de la Figura 3.2, donde ¢4, ..., ¥, son aristas del borde y

sea I'" el grafo que se obtiene al anadir a I" una arista y una cara. Para I' renombramos los

generadores £/'; = {; y los vértices v; = vj(Figura 3.3). Veamos las relaciones entre ambos

grupos. Estudiemos primero las relaciones R, (¢) para I'.

—

— —

Sea w;(£) el producto de las aristas inferiores adyacentes a v;, las relaciones Ry, (¢) vendran

dadas por:
j=0: élwo( )f_,l
0<j<n: €j+1wj(€) ;1:1
j=n: wn(0)et =1
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Figura 3.3

—

Estudiemos ahora las relaciones R, (¢') correspondientes a I':
J

1o .
j =0: 5/0 Elle(El) =1

" o1
0<j<n: »gljJrle(»g;) /j =1
j=mn: wn (Y00 =1

. G . G ala
Para cada arista de I, denotamos ¢ = ¢/ si ¢" # ¢, ¢;, mientras que ¢"; = 'y {'; si j = 1,n.
Notemos que hemos obtenido otro sistema generador para G- en el que las relaciones se expresan

COmao:

j=0: 0wy (07) =1
0<j<n:éﬁﬂww?ﬁf:1
j=mn: wn (00 =1

donde 67’0 no aparece nunca. Por : G (¢') = Gp * ZZ’O‘

Reiterando esto, vemos que s6lo se anaden generadores cuando anadimos caras, asi que
el grupo fundamental de cualquier grafo con estas condiciones, sera el grupo libre de rango
su numero de caras. Ademas se comprueba con el mismo sistema que es posible multiplicar
conjugados de cada relacién de manera que el producto es trivial en el grupo libre, es decir, una
de las relaciones es consecuencia de las demas O

Vamos a definir un homomorfismo ® : Gp — 71(R3 \ T'). Comenzamos construyendo un
homomorfismo ® en el grupo libre engendrado por las aristas orientadas (una orientacién por
arista).

Sea I' C R?, consideramos g = (0,0, M) con M > 0. Para cada arista (e L, tomamos

—

un punto z; € Int(¢) y centrados en este x; construimos un disco orientado §; (orientado

con la regla del sacacorchos para respetar la orientacion de /) de radio €; lo suficientemente
pequeiio como para que 3 no rodee ni toque a ninguna arista que no sea ?. Ahora, desde g
trazamos caminos a; en el semiespacio superior que unen xo con cada ;. Definimos los lazos
O(0) :=yp=ap Bp-a .

Veamos que cualquier lazo de R3 \ I' se pueden poner como producto de estos Vg Sea
v :[0,1] — R3\T y consideramos I' C {(z,y,2) € R3|z =0} = ImyN{z =0} = {P,--- , P }.
Por induccién sobre r observamos que solo puede haber un nimero par de puntos.
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s r=0=>~v=ce

» 7 > 2: Sean {y,...,4, las que separan P,._; de P, {z = 0}. Podemos descomponer v ~
:y]_[;n:l Y7, ¥y hay r — 2 puntos en el plano {#z = 0} para 7, por lo que se procede por

J

induccioén.

Hemos visto que ® es sobreyectivo. Recordemos que Gr es el cociente de Fr (el grupo libre
engendrado por las aristas) por el menor subgrupo normal que contiene a (R,). Como é(Rv) =1
= R, € ker(®). Como el subgrupo fundamental que engendra también esta contenido en ker(®),
entonces @ induce el epimorfismo ®.

Ademés, sabemos que G y II;(R3 \ T') tienen el mismo rango, ya que son isomorfos a [,
el morfismo es sobreyectivo y como ademas [, es hopfiano (es decir, no es isomorfo a alguno de

sus cocientes) = ® es un isomorfismo.

3.3. Grupo del complementario de un grafo no acotado

En esta seccion I' es un grafo plano no compacto, union de un grafo I'g (grafo compacto en
el interior de una cierta bola) y un ntimero finito de rayos, semirrectas con origen en un vértice
de 9D y que salen de dicha bola.

Proposicion 3.9. Con las condiciones anteriores, donde el disco asociado a Iy tiene r caras y
hay m rayos, se tiene

1 (RB \ F) = IE‘r-i-(m—l)

Demostracion. La demostracion es analoga a la del caso acotado pero definiendo los conjuntos
Y de la siguiente forma:

Yo 2 9(D x [-1,1]) \ T = S%\ {m puntos}
{ Yj =Y UU(Cy)

La diferencia viene de que Yy = 9(D x [—-1,1])\T' 22 S?\ {r + 1 puntos}, por lo que en el punto
de partida, m (Yp) = F,. O

Se define analogamente un grupo combinatorio y un isomorfismo con el grupo del comple-
mentario.

3.3.1. Presentacion de Wirtinger para rectas

Dado un enlace de rectas L en RP3, consideremos su interseccién con un espacio afin R3.
Para calcular 7 (R3 \ L) usaremos la presentacién de Wirtinger en los cruces de las rectas.

Definicion 3.10. Una presentacion de Wirtinger de un grupo G es una presentacion finita en la
que las relaciones entre los k generadores son de la forma g; = w(g)giw(g) " con j,i = 0,1,--- , k
y donde w(g) es una palabra en los generadores {g1,- - , gx}.

Los enlaces y nudos en S? tienen una presentaciéon de Wirtinger que se deduce a partir de
la aplicacion @ de la seccion 3.2. Para las rectas utilizamos la generalizacion de este morfismo
a los grafos no acotados.

Sea L un enlace de rectas, y consideremos su interseccion con R? y su proyecciéon a R? que
nos da lugar a un grafo I' no acotado. Senalando en los cruces del grafo qué recta va por arriba
y cual por debajo obtenemos un diagrama que determina la topologia del encaje de L. Sea xg
un punto fuera del enlace. Asociamos un generador a cada componente conexa del diagrama
determinado por I' y los cruces, tomando las relaciones de la Figura 3.4a.
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Tp—|—

Lj+1 Lj

Tk—|—

(a) Wirtinger: z; = z; 'z 117

Figura 3.4

Para ver que esta presentacion consideramos la presentacién de 71(R? \ T') asociada a la
generalizacion de . Mediante el Teorema de Seifert-Van Kampen, obtenemos:

m (R\T) = <R3\FU (U év>>,

vel

donde B, es una bola pequena centrada en el vértice v, como se muestra en la Figura 3.4b. Para
recuperar R? \ L, volvemos a introducir las bolas pero con los cruces de la Figura 3.4a.

v o )y

Aplicando de nuevo el Teorema de Seifert-van Kampen obtenemos la presentacion de Wirtinger
buscada. Sin embargo, esta presentacion es dificil de manejar (ver Figura 3.5b), por lo que la
transformaremos en otra més adecuada.

Podemos asumir que ninguna recta es horizontal (si alguna lo fuese podemos moverla un
poco de forma que deje de serlo y el enlace no cambie) y fijemos B una bola que abarque todos
los cruces de L como en la Figura 3.5a.

- 1‘3x2$g1

\

-1
T3 x3x12 / _ — —1y—
3 3 W2x31)x3m1x31(x3x2$31) 1
€ p—

xga:g:cgl

(a) Enlace (b) Enlace de 3 rectas disjuntas dos a dos

Figura 3.5

A partir de las intersecciones los hemisferios de 9B (Figura 3.6), podemos ver facilmente que
71 (R3\ L) es libre (de rango el niimero de rectas), y que estd engendrado por los generadores
asociados a los rayos que cortan el hemisferio sur (o el norte). Las relaciones de Wirtinger
permiten expresar los generadores del sur en funcion de los del norte y vicecersa. Veremos cémo
en la secciones siguientes.
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3.4. Trenzas

Ademas del método que nos da Wirtinger para ver las relaciones entre ambas bases de
generadores, también podemos servirnos de una trenza cuyos hilos representen las rectas de
cada de enlace. De esta manera,en el calculo del grupo fundamental de complementos de rectas
en RP3, siempre nos podemos remitir a la Figura 3.6.

Figura 3.6: Rectas

De manera general, denotaremos 1, ..., x, los generadores en el hemisferio norte, mientras
que los generadores del hemisferio sur son y1,...,y,. Es facil ver que z,, - ... z1 =y -...-y1 y
que T e Yr—j4+1 son conjugados.

Consideremos el grupo de trenzas B, [1| con presentacion

01,001 |l03,05] =1, 0 -0i41-0; = 0i11-0;- Tl
j—1>1 1<i<r—1
y el grupo libre [, con generadores x1,...,x,. La acciéon de Artin del grupo de trenzas sobre el

grupo libre viene definida por
B, x F, —— F,
(xi,05) —— x?j =x;8ii—j#0,1
(z5,04) —— 27" = 21
(Qj‘i+1, O’i) — x?j}l = Tj+1 " T4 - :L‘;jl
Esta accion cumple que V7 € B,, {z],..., 2]} son conjugados de {z1,...,2,} (puede que en
distinto orden) y que (z,-...-21)” = z,-...-z1. Recordemos que si A es el elemento del grupo

de trenzas que representa la media vuelta, entonces A? engendra el centro del grupo. Podemos
escribir:

A=(oy-...-0p—1) (01.c.-0p—2) ... (01-02)07.
Asi,
D =xp, D= mey a2 = (e @) my (T @) ]
por lo que
A2 —
#8) = (e m) ay (e
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Con esta definicién, considerando la trenza infinita, podemos podemos calcular el grupo funda-
mental de R3 \ {n rectas} de la siguiente forma:

n
T R3\UL] :<x17"'71.7l7y17”.’yn ‘ y]:flf;>
7=1

manteniendo la notacion y siendo L; cada una de las n rectas.

3.4.1. Representacion del join y del derivado de un enlace mediante trenzas

En el capitulo 2.3, hemos introducido un simbolo para representar enlaces de rectas mediante
una permutacién, al que hemos denominado join. De acuerdo con el esquema representado en
la Figura 2.3, que representaria el enlace cuyo join seria jc((3,5)(4,6)) y teniendo en cuenta
lo que sabemos acerca del nimero de enlace de cada cruce (seccion 2.3), podemos calcular su
trenza, que seria:

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 _—-1 _—-1 -1 _—1
0403050409 01 O3 09 01 O3 0y 0y O3 0y 0y .

Asi podemos calcular de manera bastante sencilla la trenza de un enlace a partir de su
join.

Consideremos ahora el espacio RP? \ L, siendo L un enlace de rectas. Podemos tomar una
recta r de dicho enlace como eje de un hiperboloide A’ : 22 + 32 = (2% + 2) el cual, eligiendo
una ¢ adecuada, podemos hacer todo lo delgado que queramos, de tal forma que separe a r
del resto de las rectas de L. Ahora, podemos anadir rectas a la frontera de h’ de dos formas
distintas, segin queramos que el nimero de enlace con r sea 1 6 —1, y crear a partir de un
enlace mas pequeno (de menos rectas), otro mayor. Este procedimiento se basa en la idea de
de enlace derivado dada en el capitulo 2.2, y podemos representarlo con trenzas de la siguiente
forma:

Supongamos que partimos del enlace formado por las rectas r y t y a cada una de ellas le
asociamos un simbolo como en la Figura 3.7a. Ahora realizamos en cada recta un cruce con el
nimero de enlace y el namero de rectas que nos indica el simbolo en cada caso (Figura 3.7b).
Ya sé6lo nos queda completar el enlace respetando el signo de los cruces del enlace de partida
(Figura 3.7c).

L

9 y 1 L=
N =
1 <+§2> r1 7"'2 1”3 t 72 T r )

Tt 1 to ™

Ay
/J

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

Figura 3.7

Asi hemos obtenido un enlace de 5 rectas, cuyo derivado era el original de las rectas ty s y
con simbolo ((43), (—2)). De esta forma podemos obtener la trenza de un enlace a partir
de su enlace derivado.
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3.5. Grupo fundamental en el espacio proyectivo. Polinomios de
Alexander, de Jones y de Homfly

Recordando que para estudiar este caso nos podemos remitir a la Figura 3.6 y manteniendo la

misma notacién que en el apartado anterior, vamos a representar la situacion en el infinito, donde

el plano proyectivo lo vemos como la proyeccién ortogonal del hemisferio norte. La situacién se
ve en la Figura 3.8.

P

P
a-zj-a = i1 YL = 2 Yk =Y Y1 Yk
J = r—j 1l Yr—j+1 L T

Figura 3.8: Rectas

Nuestra intenciéon es utilizar Seifert-Van Kampen para calcular el grupo fundamental de
RP3 \ {n rectas}, para ello descomponemos dicho espacio como sigue:

. X =R\ JL;
RPP\ | JL; = X UY con =1 "
i=1 Y = ®RPP\B})\ L,

J=1
n

Siendo B% una esfera de dimensioén 4 y de radio R > 0 = Y ~ RP% \ ULj.
j=1

n n

Ast: XNY = (R3\B%)\ ULj ~ S%\ ULj. En el apartado anterior ya calculamos el grupo
j=1 J=1

fundamental de X, que era:

Wl(X):<x15"'axn,y17"'7yn | x]:y;>
Sabemos también que:
m(Y) = (z1,..., 2,0 | ... 3p =02

De la Figura 3.8, deducimos que:

T (XNY)=(21,.. ;T Y13 Un | ZT1-oo Ty yn=1)
Asi, utilizando Seifert-Van Kampen, podemos calcular que el grupo fundamental del com-
plementario de las rectas en RP? es

™1 RP?)\ULJ :<l’1,...,fL‘r,Oé

Tp .. T1=0Q°, Q- T« ::BZ»A'T>
=1
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Para comparar los enlaces de rectas, vamos a utilizar el polinomio de Alexander multivariable.

Antes, observar que S? es una cubierta de dos hojas de RP? mediante una aplicacién 7 :
S3 — RP?; los enlaces de rectas de RP3 determinan enlaces de curvas no anudadas en S3.

Sea H C S? un enlace representado como cierre de una trenza 7 € B;. Hay un homomorfismo
de grupos B4 : By — GL(d — 1;Z[t,t7']), llamado representacion de Burau, que asigna al
generador o; una modificacion de la identidad I;_q en la que los elementos (i — 1, 4, i + 1) de la
fila i-ésima se reemplazan por (¢, —t, 1). El polinomio

_det(Ba(o) — Ia—1)(t = 1)
B (t4—1)

A(#)

no depende de la trenza elegida y se llama el polinomio de Alexander del enlace. Cuando un
enlace tiene variascomponentes, lo podemos generalizar al polinomio de Alexander multivariable.
Tomamos ahora L C S3 un enlace de 7 componentes, L = & trenza cerrada con o € IB%Z“'"’GT,
siendo IB%ZI""’G"" el conjunto de las trenzas que tienen los a; primeros hilos cerrados entre si, los
ag siguientes hilos cerrados entre si, ... y los a, dltimos hilos cerrados entre si. Observemos que
al+---+a, =d.
Generalizamos, siguiendo [9], el homomorfismo anterior a

ey gy . :t
Ut It — GL(d - LZ[EY, .. 65Y)

definido como antes pero ahora asignando un color (o variable distinta) a cada tipo de hilo,. En
este caso, si un cruce o; en el que el hilo j tiene color ¢, le asignamos la matriz anterior, pero
cambiando las posiciones (j — 1, j, j + 1) por (¢;, —t;, 1). El polinomio multivariable de

Alexander es .-
_ det(85 (0) — L)
(tCILl ..... gr _ 1)

Hay otros invariantes polindémicos de enlaces que son mas potentes El polinomio de Jones
se puede definir a partir del Corchete de Kauffman [5].

A(#)

Definicién 3.11. El polinomio de Jones de un nudo orientado N, es el polinomio de Laurent
determinado por:

i) Vo(t)=1

i) W, () — tVv_ (1) = (t% - t—%) Vi, ()

S G QML

Para calcular el polinomio de Jones de nuestros enlaces, vamos a utilizar Sagemath, pero
dada la cantidad de cruces de los nudos que formamos, se tarda demasiado tiempo en calcular
dicho polinomio, para ello, vamos a obtener el polinomio de Jones a partir de otro polinomio
invariante, el polinomio de Homfly, definido en [4].

El polinomio de Homfly es una generalizacion del polinomio de Jones, utilizando la misma
notacion que en el capitulo anterior, podemos definirlo como sigue.

Definicion 3.12. El polinomio de Homfly en las variables a y z de un enlace K se define
como:

) Po(t) =1
ii) CLPK+ (t) — a_lPK_ — ZPKO
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donde Ky, K_ y Kg son como en 3.11.

Este polinomio le resulta més facil de calcular a Sagemath, y a partir de él podemos obtener
el polinomio de Jones mediante un cambio de variable:

V(t):P(a:t—l,z:t% —t—%) (3.1)

3.6. Distinguir los enlaces M y M’ de seis rectas.

En la seccion 2.6 se pospuso la demostracion de la distincion topologica de los enlaces M
y M’. Veamos que utilizando estos polinomios si que obtenemos invariantes distintos, por lo
tanto, son distintos.

Podemos calcular el polinomio de Homfly en Sage a partir de la trenza de cada enlace y
después aplicando el cambio dado en 3.1 obtenemos su polinomio de Jones, obtenemos asi los
siguientes polinomios. Para M:

(71 + 5¢10 — 377 + 85t — 11447 + 1300 — 13265 + 126t* — 893 + 45t — 11t + 1) (2 + 1)
$32 :

Se trata de un invariante de enlaces orientados; si cambiamos a una de las otras 26 orientaciones
obtenemos ese mismo polinomio multiplicado por una potencia de .
Para M':

—(t" — 1110 + 45¢7 — 89¢t® + 126¢7 — 132¢% + 130t> — 114¢" + 85t — 37¢% + 5t + 7) (£* + 1)¢;

como antes, dependiendo de la orientacién, puede salirnos ese mismo polinomio multiplicado
por una potencia de t.

Por lo tanto, vemos claramente que son dos enlace distintos. Pero estos polinomios son
distintos para cada orientacién que tomemos en cada recta, por lo tanto, tenemos que comprobar
que para cualquier orientacioén, los polinomios son distintos.

Para ello hemos creado un programa de Sagemath un programa que nos calcula todas las
orientaciones posibles para un enlace y hemos calculado el polinomio de Jones para cada orien-
taciéon y hemos comprobado que, en efecto, no coinciden para ninguna orientacién. Por lo que
podemos asegurar que son enlaces distintos.
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Anexo A

A.1. Tablas de Enlaces de 6 Rectas
Tabla 1: Enlaces L y L'
Recta: 1 2 3 4 5 6
Ternas +: 3 5 3 4 5 4
Enlace: | ((—3),(+2)) | indesc. | ((=3),(+2)) | (+(1),(=2),(=2)) | indesc. | (+(1),(-2),(-2))
Recta: 1 2 3 4 5 6
Ternas +: 7 5 7 6 5 6
Enlace: | ((+3),(=2)) | indesc. | ((+3),(=2)) | (—(1), (+2), (+2)) | indesc. | (—(1), (+2), (+2))
Tabla 2: Enlace jc((2,3,5,6,4)) y je((3,4,6,5))
R.: 1 2 3 4 5 6
T. +: 6 4 5 4 6

E.: | (—(1),(+2), (+2))

in. | (+(1),(=2),(=2))

Recta: 1 2 3 4 5 6
Ternas +: 5 5 3 4 4 3

Enlace: | indesc. | indesc. | ((=3),(+2)) | (=(1), (+2), (+2)) | (=(1), (+2),(+2)) | ({(—=3),(+2))

Tabla 3: Enlace je((1,5,2,3,6))

Recta: 1 2 3 4 5 6
Ternas +: 5) 5} 7 6 6 7

Enlace: | indesc. | indesc. | ((+3),(=2)) | (+(1),(=2),(=2)) | (+(1),(=2),(=2)) | {(+3),(=2))

A.2. Trenzas y polinomios de Alexander de enlaces

Vamos a representar en forma de trenza y calcular el polinomio de Alexander de los distintos
tipos de enlaces compuestos por tres, cuatro, cinco y seis rectas.
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Enlaces de tres rectas:

QJ

x1 Z2 3

T = 010201_1

Capitulo A. Anexo A

T Z2 z3

To 1= 0102_101_1

Figura 9: Trenzas para tres rectas

Si calculamos sus polinomios de Alexander obtenemos respectivamente:

T — (—totl —I—tg),

Enlaces de cuatro rectas:

T > (tltg — t()).

Las trenzas de éstos enlaces se representan en la Figura 10

Ya Ys Y2 1 Y4

ry T2 T3 X4 T

T = 03—102—103—101—102—103—1

al: L

Z2

To :— 010203010201

I3 a:'4

T . 9
T Ty a3 Iy

75 1= 05 o0y oy Loy Loy !

Figura 10: Trenzas para cuatro rectas

Si calculamos sus polinomios de Alexander obtenemos respectivamente:

1 — (=1)- (tot1tatz —1)2,

Enlaces de cinco rectas:

T2 > (totltgtg — 1)2,

T3 —> (—1) . (—totl —f—tgtg) . (totltgtg — 1).

Hemos visto en el primer capitulo, que hay siete enlaces de cinco rectas, uno de ellos es

anfiqueiral (Figura 11).

El resto son no-anfiqueirales y se corresponden, agrupados cada uno con su imagen espejo,

con los simbolos:

(+5) = 7o := 0109203040102030102071

=1 -1 1 1 _—1_—1_—1_—
{(—5>:>7'3 I=0] 0y 03 04 0] 0y 03 07 0y 0]

1

1 1 1 1 -1 _-1

((+3),(=2)) = 7y = 010201021030402030102
<<_3>7 <+2>> = T5 = 0'1_10'2_10'1_1040'30'40'2030'10'2
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X1 Z2 x3 T4 T5

T = 021020510;10510510;10203021

Figura 11: enlace anfiqueiral de cinco rectas

{ (+(1),(=2),(=2)) = 76 := 02_104_10102030402030102
(—(1), (+2), (+2)) = 17 := 090407 0y o3 'y oy tog oy oy

Si calculamos sus polinomios de Alexander obtenemos respectivamente:

T1 (—1) . (t2t3t4 — totl) . (t0t3t4 — t1t2> . (t1t2t3t4 — t())

Ty > (totitatgts — 1)3
T3 — (t0t1t2t3t4 — 1)3

T4 > (—1) . (—totth + t3t4) . (t0t1t2t3t4 — 1)2
T5 > (—t()tltg + t3t4)2 . (tot1t2t3t4 — 1)

{ T6 (—1) . (—totth + t3t4) . (t0t3t4 — tltz) . (t0t1t2t3t4 — 1)
T7 (—1) . (—tgtltg + t3t4) . (t0t3t4 — tltg) . (t0t1t2t3t4 — 1)

Enlaces de seis rectas:

Los enlaces de seis rectas son 19 en total, 12 de ellos son totalmente descomponibles y 2 de
estos son anfiqueirales:

T = 01020105_104_105_1030405020304010203

To 1= 0201_102_105_10405030405020304010203
El resto son no-anfiqueirales y si los juntamos por imagenes de espejo, sus simbolos son:

o1 -1.-1 -1 -1 -1 -1 -1 1 —1 -1 -1 -1 -1 -1
(—6) = 13 := 03 102 103 104 10’5 101 102 103 104 101 102 103 101 10'2 1011
(+6) = Ty :=0] 05 03 04 05 0 0y O3 04 01 Oy O3 07 Oy 01

{ ({(+2), (=4)) = 75 := 0105 Loy Los Loy Loy Loy Lowosouos 01090304
((+4),(—=2)) = 16 := 01020301020105_10405030402030102
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1 1 1 1 1 1 1

{ (+(=3),(=2),(1)) = 77 := 01_102_101_104_10304050203040102030201
(= (+3), (+2), (1)) = 78 1= 0109010403 *0y to5 Loy Loy to oy Loy tog toy oy

1 1

{ (—(+2), (+2),(=2)) = 19 := 010305_102_103_104_105_101_102_103_104_102_103_101_ oy

(F(+2), (=2), (=2)) = 710 := 0103 '05 1 020304050109030409030102

1 1 1 1 1 1 1 -1 _—-1

{ (+(—2),(—2),(=2)) = 111 := 01_103_105_1020304050102030402030102
(—=(+2),(+2),(+2)) = n2 := 01030505103_10;105_ 0| 0y 03 0, 0y O3 0 0Oy

Los restantes 7, son no descomponibles. Uno de ellos es anfiqueiral:

__ -1 _—1_-1_-1_—-1 _—-1_—1_—-1_—1_—1_—1
T13 i= 0920403050, 0, 0y 05 Oy O3 0y O, 0 O3 O
Los otros 6 son no-anfiqueirales, estan definidos en la seccién 2.6:

- ,_ 1 -1 _—1_—1_—1_—1_—1_—1_—1_—1_—1_—1
{JC((3,4,6,5))=>T14 = 0305040, 05 O3 0, 0] Oy 0, O3 0, 0, 05 0,

. R T R |
jc((1,5,2,3,6)) = 715 := 05 05 0, 020503020102040302040504

1 1 1

L = 16 := 02_104_ oy 05105_10201_1030403_105_10204_101_103_
L' = m7 = 020401030502_10103_104_1030502_1040103

M = 78 := 0102_103_1020403_105_10204_101_105103_102_101_104
M = 119 := Jf102030510;103050510401020302010;

Si calculamos sus polinomios de Alexander obtenemos respectivamente:
T (—t0t1t2 + t3t4t5)2 . (t0t1t2t3t4t5 — 1)2

To > (*1) . (*totth + t3t4t5) . (*totltgtg + t4t5) . (t1t2t3t4t5 — to) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)

3 (—1) - (tot1tatststs — 1)*
T4 > (t0t1t2t3t4t5 — 1)4

T5 — (—1) . (t2t3t4t5 — t0t1)3 . (t0t1t2t3t4t5 — 1)
T6 — (—1) . (—totltgtg + t4t5) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)3
{ T7 — (—totltg + t3t4t5)2 . (t0t1t2t5 — t3t4) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)
T8 > (—1) . (—totltz + t3t4t5)2 . (totltgtg, — t3t4) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)
{ 9 > (—tatstats + tot1) - (totitats — tat3) - (totitatstats — 1)
T10 > (*1) . (ftotltgtg + t4t5) . (t0t1t4t5 — tgtg) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)2
{ T11 — (—1) . (—totltgtg + t4t5) . (t0t1t4t5 — t2t3) . (t2t3t4t5 — totl) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)
T12 (—totltgtg + t4t5) . (t0t1t4t5 — tgtg) . (t2t3t4t5 — totl) . (t0t1t2t3t4t5 — 1)

De los no descomponibles no damos los polinomios de Alexander.

A.3. Algunas Demostraciones

A.3.1. Demostracion del Lema 1.6

Demostracion. Ya hemos visto que las dos orientaciones de una semiorientaciéon dan lugar al
mismo nimero de enlace y hemos construido una isotopia entre ellas. No es la Gnica, una rotaciéon
de 180 grados también produce el mismo resultado.

En la definicién ya hemos supuesto que si las dos rectas son is6topas tienen el mismo ntmero
de enlace. Si tomamos un par de rectas semiorientadas, por una isotopia las podemos llevar a
las rectas de la Figura 12, por tanto, si tienen el mismo de enlace serén isétopas. O
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TLg{a: =0,y =1}

{z =0} =R? C RP? e

Figura 12: Par de rectas con RP? y su orientacion

A.3.2. Demostracion del Teorema 1.11

Demostracion. i) Identificamos RP? con la unién de R? y el plano en el infinito y trabaja-
mos en R3. El hiperboloide H tiene ecuacién F(z,y,2) = 0 con deg(F) = 2 y la recta es
L ={z =z(t),y = y(t),z = z(t)} con parametrizaciones afines. Si sustituimos en la férmula
de nuestro hiperboloide, obtendremos una ecuacion Fy = F(x(t),y(t), 2(t)) € R[t] y tal que
deg(FF;) < 2. Si nuestra recta tiene tres puntos en comun con el hiperboloide, eso quiere decir
que [F; se anulara en, al menos, esos tres puntos, por lo que F; tendra al menos tres raices. Pero
si un polinomio de grado menor o igual que dos se anula en tres puntos, quiere decir que se
anula en todos, por lo tanto, nuestra recta estaréd completamente contenida en el hiperboloide,
asi que serd una generatriz.

ii) Podemos suponer que 7 es el plano z = 0 y que la generatriz contenida en H N 7 tiene
ecuacion z = y = 0. de esta forma, como H N 7 tiene ecuacion z = F(z,y,0) = 0, y divide a
F(x,y,0), es decir F(z,y,0) = xz(ax + by) = 0 lo que nos indica que la recta z = ax + by = 0
también esta en la interseccion.

iii) Tras un cambio de coordenadas, podemos suponer que r1 = {x =y =0}, ro ={z =t =
0}, r3 = {x + z = y + ¢t = 0}. El hiperboloide de ecuacién homogénea xt = zy contiene a las
tres. O

A.3.3. Idea de la demostracion del Teorema 3.5

Idea de la demostracion del Teorema 3.5. Comenzamos con los generadores. Veamos que las
iméagenes por la inclusion de w1 (U1, zg) v m1(Usz, xg) generan m1 (X, xo).

Sea o € Q(X,zg) (conjunto de los lazos de X basados en xg). Para cada i = 1,2,...,n se
define el camino:

= Si a(t)EU:>E|UtQ [O,” talquetEUt:a(Ut)gU.
» Siat) ¢U =a(t) e V=al) CV.

De esta forma, {Ut}sc(o,1) s un recubrimiento abierto de [0, 1]. Por compacidad, podemos
encontrar 0 =79 < ... <7, = 1 familia de puntos en [0, 1] tales que [7;_1, ;] esta en alguno de

esos abiertos Uy. En particular o[, 7j41]) CU 6 V.
Definimos:

a;:[0,1]] — X =UUV
t —— ai(t) = Oz((l — t)Ti_l + tTi)
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Asi o ~ aq -... - ap. Definimos ahora:

B;:[0,1] —— UNV
0 —— 2

1 r—>04(7'j)
Asi:
a~ar.cap~(ar- BN (Brraz-Bet) o (Bae2 -1 B ) (Bretan) =1 T

con v; € QU,x0) 6 v € QV,x0). Luego, todo camino de X basado en z( se puede escribir
como producto de lazos basados en g, cada uno viviendo en U 6 en V.

Para las relaciones, los generadores S;USs de m1 (X, zg) satisfacen las relaciones R1 UR2URg
por lo que cualquier relaciéon del grupo, serd consecuencia de las relaciones R; U Ro U Rg. La
parte méas técnica es probar que bastan estas. ]

A.4. Programas de Sagemath

La funcién simplifica Laurent multiplica un polinomio de Laurent por potencias de va-
riables para que no haya exponentes negativos y que ninguna variables sera un factor.

def simplifica_Laurent(pol):
R=pol.parent ()
n=len(R.gens())
E=pol.exponents()
C=pol.coefficients()
m=[min(_[j] for _ in E) for j in range(n)]
return pol*prod(R.gen(j)~(-m[jl) for j in range(n))

La funcion burau color calcula la representacion de Burau coloreada p : P, — M(n —
LZ[tEY, ..., tF]). Aunque solo esta definida para trenzas puras, es mas comodo definirla para
palabras coloreadas o etiquetadas con (1,...,n). Empezamos con la coloraciéon ordenada y esta
se ird4 cambiando paso a paso segiin la trenza. Tomemos o, 1 < j < n en la que el hilo j tiene
color a; y el hilo j 4 1 tiene color b; la matriz A;(a;) que le asociamos es se obtiene a partir de
la matriz identidad con los siguientes cambios en la j-ésima fila: las posiciones (j — 1,7,j + 1)
son (g s —lays 1) (para la primera y tltima fila nos olvidamos de las entradas que no aparecen).
Para 0371 tomamos la matriz Aj(bj)_l. Al pasar J;-H los colores a; y bj se permutan.

def burau_color(n,tietze):
1=[1..n]
R=LaurentPolynomialRing(QQ,n,’t’)
A=identity_matrix(R,n-1)
for j in tietze:
Al=identity_matrix(R,n-1)

if §>0:
a=R.gen(1[j-11-1)

elif j<O:
a=R.gen(1[-j]-1)

i=abs(j)-1

if i>0:

Alfi,i-1]=a
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Alfi,il=-a
if i<n-2:
A1[i,i+1]=1
if j<0:
A1=A1.determinant () ~-1%Al.adjoint )
A=AxA1
if i+2<n:
pr=Permutation([(i+1,i+2),(n,)])
elif i+2==n:
pr=Permutation((n-1,n))
l=pr.action(1)
return A

La funcién trenza _recta, dada la trenza o de una configuracion de rectas, construye 7 =
o-A-o-A7! que, al cerrarla, define el enlace que da la preimagen de las rectas por la aplicacion
S3 — RP3. A dicha trenza pura le asociamos su matriz de Burau coloreada A y calculamos
det(A — I), y quitamos un factor ¢; ...t, — 1.

def trenza_recta(n,tietze):
B=BraidGroup(n)
R=LaurentPolynomialRing(QQ,n,’t’)
tr=B(tietze)
t=tr*B.Delta()*tr/B.Delta()
a=t.Tietze()
A=burau_color(n,a)
d=(A-identity_matrix(R,n-1)).det()
d=simplifica_Laurent(d)
p=prod(_ for _ in R.gens())-1
B=d.factor()
u=B.unit ()
for i,j in B:
if il=p:
u=u*R(i)"j
else:
u=u*xi~(j-1)
return u

Este programa nos calcula el polinomio de Alexander multivariable de una trenza.

La funcién borrarhilo nos da las trenzas resultantes de de quitar cada vez un hilo distinto
de la original.

def borrarhilo(lista,hilo):
pos=hilo
res=[]
for a in lista:
if abs(a)<pos-1:
res.append(a)
elif abs(a)>pos:
al=sign(a)*(abs(a)-1)
res.append(al)
elif abs(a)==pos-1:
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pos=pos-1
elif abs(a)==pos:
pos=pos+1
return res

La funcién enlace tiene como entrada una lista de nimeros que codifica la trenza asociada
a un enlace de rectas en RP3, y dos ntimeros i, j que codifican dos rectas. El programa busca el
cruce entre estas dos rectas.

def enlace(lista,i,j):
L=[i,j]
if i==j:
return O
elif i>j:
i,j=[j,1]
res=0
for a in lista:
if abs(a)==i and j==i+1:
res=res+sign(a)
elif abs(a)==i and j>i+1:
i=i+1
elif abs(a)==i-1:
i=i-1
elif abs(a)==j:
j=j+1
elif abs(a)==j-1:
j=j-1
return res

El programa se utilizara sobre todo para calcular los nimeros de enlace de ternas.

El siguiente programa utiliza la funcién enlace para calcular el ntimero de ternas positivas
en la trenza lis, debemos modificar el programa para cada trenza en funcién de los hilos que
tenga, en el caso del ejemplo se trata de una trenza de cinco hilos.

for i in [1]:

enlaces2={}

for i,j in Combinations([1..5],2):
enlaces2[i,jl=enlace(lis,i,j)

enlaces3={}

for i,j,k in Combinations([1..5],3):
enlaces3[i,j,k]=enlaces2[i,jl*enlaces2[i,k]*enlaces2[j, k]

print enlaces3.values().count(1)

El siguiente ejemplo partimos de un enlace de cinco rectas, y para cada uno de los cin-
co subenlaces de cuatro rectas, calculamos cuéntas ternas positivas tienen dichos subenlaces
haciendo uso de las funciones anteriores, lo que nos da un invariante del enlace de cinco rectas.

for i in [1..5]:
lisO=borrarhilo(lis,i)
enlaces2={}
for i,j in Combinations([1..4],2):
enlaces2[i,j]=enlace(1lis0,1i,j)
enlaces3={}
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for i,j,k in Combinations([1..4],3):
enlaces3[i,j,k]l=enlaces2[i,jl*enlaces2[i,k]*enlaces2[j, k]
print enlaces3.values().count(1)

Un enlace orientado L en S3 se representa en Sagemath de varias maneras, una de ellas
mediante el codigo de Gauss orientado. Si L tiene n componentes conexas lo podemos dar 2"
orientaciones (cada uno con su codigo de Gauss). Este programa da la lista de los codigos de
Gauss orientados de las 2™ orientaciones.

def cambio_orientacion(GC,1i):
resO=copy (GC[0])
resl=copy(GC[1])
nudo=res0[i-1]
resO[i-1]=[nudo[-j] for j in [1..len(nudo)]]
for j in [1..len(res1)]:
control=(j in nudo or -j in nudo) and not (j in nudo and -j in nudo)
if control:
resi[j-1]=-res1[j-1]
return [resO,resi]

Para calcular los polinomios de Jones y Homfly se utilizan las funciones jones_polynomial y
homfly_polynomial, este tltimo en la normalizaciéon que permite volver a recuperar el polinomio
de Jones. Necesitamos este tltimo paso ya que para alguno de los ejemplos el célculo directo del
polinomio de Jones es extremadamente costoso, mientras que su calculo mediante el polinomio
de Homfly es muy rapido.
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