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A. Hamiltoniano de Bloch de dos bandas

El Hamiltoniano de Dirac para un sistema de dos bandas de energia es
H(k) = do(k) +ds(k) di(k) —ida(k)
di(k) +idz(k) do(k) — ds(k)

Los autovalores A+ del Hamiltoniano se encuentran facilmente resolviendo la ecuacién
caracteristica | H(k) —AI| = 0:

1/2

As = dol) & [d(k)| = do + (d (k) + d3 (k) + (k) = do & d(k)

Los autoestados se encuentran también facilmente a partir de (H(k) —AI)[)) = 0. Si
ponemos [1)) = (A, B) y sustituimos, para el autovalor A_ tenemos el sistema de ecuaciones,
omitiendo la dependencia en k

(do + dz — )\,)A + (dl — ’Ldg)B =0
(di +ide)A+ (dy —d3s — A_)B =0

Viendo la primera ecuacién, hacemos B = (d; + idy), de este modo
(do+ds — A_)A+ (dy —id)(dy + ida) = (ds + d)A + di + d5 =0,
donde hemos sustituido A_. Despejamos A

__d%-i—d% __dQ—dg - (ds — d)(ds + d)
- d3—|—d_ d3+d_ ds+d

Por tanto el autoestado asociado al autovalor A_ es

[ ds—d
o= ()

Tenemos que normalizarlo. Calculamos [{_| = /(¥|¢):

—ds—d

ds—d

(YY) = (d3 — d,dy — ida) <d1 +ids

) = (d3 — d)* +d + d3
= d? 4 d3 — 2d3d + d3 + d3 = 2d* — 2d3d = 2d(d — d3)

El vector normalizado queda

)= e
C\/2d(d —d3) \di +idy

Siguiendo el mismo procedimiento, obtenemos también el autoestado asociado al otro

autovalor

1 ds+d
)+ = —— .
2d(d + ds) d1 + idy
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B. Singularidades en el Hamiltoniano de Bloch

Para observar las singularidades que aparecen en los autoestados (2.3) del Hamiltoniano
(2.2) y calculados en el anexo A, realizamos el cambio dy + idy = te'

o 1 ( o ) ’ (B.1)
\/(dg + |ds|\/1 + (t/d3)2)? + 12) te

que en el limite ¢ — 0 nos permite hacer uso de /1 + (t/d3)? ~ 1 + t?/2d3, y queda

[Ys) =

Ve 1o (/s & (14 (¢/2d5)))° teif

donde se ve claramente la dependencia de los autoestados con el signo de ds(k), ya que
ds/|ds| = sign(ds), quedando en el limite ¢ — 0 los autoestados como en (2.4).

Singularidades en el modelo de Kane Mele

El sistema considerado en el Hamiltoniano de dos bandas es andlogo al del modelo de
Kane y Mele en el subespacio de spin +1/2. Por tanto, las singularidades en los vectores
propios de ese modelo se obtienen de manera andloga a las que hemos obtenido.

Singularidades en el modelo de Bernevig-Hughes-Zahng

Se procede de manera analoga al de Kane-Mele, con la tnica diferencia de que hacemos
cero las funciones do y ds y que los autovectores son ligeramente distintos debido a la definicién
de las matrices v del Hamiltoniano.

C. Conexién y la curvatura de Berry en el sistema de dos

bandas

Para un sistema de dos bandas genérico, la conexién y curvatura de Berry pueden expresarse

como

—1

1
=—  (d ld —d zd Fl a da ld 'dcv
2d(d £ dy) 20 — Di0ic) Cobedlaht0

Ai(k) i =55

donde d = + d%%—d%—i—dg.

Demostraciéon de A;

La conexién de Berry es i(1|0;|¢). Hallamos primero (¢| y 0;|¢), para luego realizar el

producto escalar. Derivaremos la expresion para la banda de valencia. El primero es inmediato

(W= (s — d,dy — idy)

V/2d(d — d3)

Para hallar 0;|¢)), derivamos las componentes



2d(d — ds3) 2d(d — ds)

o < ds —d >  9(d3 — d)y/2d(d — d3) — (d3 — d)9;/2d(d — d3)

Di(ds — d)/2(d — d3) — (ds — d) | LU0 _dﬂ

2d(d — d3)
1 [ dO;d — d30;d + dd;d — dd;d
=Y |bods—0d+ 0, 30;d + dO, 33]:
2d(d —ds3) L 2d
1 [ id  d30;d id, id
:781'(13—31'(1—1—8 _3(9 63_8}:
2d(d —ds3) L 2 2d 2 2
1 I (3 (3
= — 8¢d3—3id+8id—d3ad—ad3}:
2d(d —ds3) L 2d 2
. ; [D;ds _ d38¢d:|
2d(d—d3) L 2 2d

o dy + idso _ 0; (dl + idQ) Qd(d — d3) — (d1 — idg)ai Qd(d — d5)
"\ V2d(d— d3) 2d(d — d3)

9;(d1 + id2)+/2d(d — d3) — (d1 — id2) {Bid(dfdsndai(d—ds)]

B V/2d(d—ds)
- 2d(d — ds) N
—1 do;d — d30;d + do;d — dd;d:

S S [a,-dl 0y — D100 ds0id 1 404 — 4O 3)} =

2d(d — d3) 2d(d — ds)

1 . Y ddsd dd;ds

=~ |&idy +i0;do — (d1 +id -

2d(d —dy) [ Lt iida = (d +d 2)( > T @dd-dy) (2d(d—d3)))}

Para realizar el producto escalar, primero realizamos el producto de las componentes de los

resultados obtenidos

1 ds —d 1 |:8id3 dgaid:|
o ————(d3—d) & = ds —d - =
2d(d — d3) (ds = d) & <«/2d(dd3)> 2dld—dz) @ V| 2d
B 1 dsdids  d30id  do;ds 4 ds0id
" 2d(d — d3) 2 2d 2 2
;(dl — id2)0; M _
\/2d(d — dg) \/2d(d — ds)
1 d;d dodid dd;ds
=~ (dy —idp)|8sdy + i0;da — (dy + id - =
2id—dy) 2)[ it 2)< 2 Gdd-d) <2d<dd3>>>}
; ; d1dd;d idg;d idodd;d iddd;d
_ 1 (dy — ids) Bid1+i8id2—dlad d1dd;d _ 1d0;d3 _228 idodO, _ idodd;ds _
2d(d — d3) 2 (2d(d—d3)) (2d(d —ds)) 2 (2d(d —ds))  (2d(d —ds))
1 [ d20;d d2do;d d2dd;ds idided;d  ididedd;d  idydadd;ds
= — | d19;d1 +id19;dg — It R - ¢ U 193 _
2d(d—dg) | TN T T T Rad—da) | (2d(d— da) 2 (dd—d3)  (2d(d—da)
i ;i i ; i ; d30;d d3do;d d%do;d
CidaBudy + datydy 4 (A210id __idadiddid | idadidOids _ d3 2  d3ddyds ] _
2 (2d(d —ds))  (2d(d — d3)) 2 (2d(d —d3))  (2d(d —ds))
1 [ ‘ (A2 +d2)0id  (d? + d2)doyd  (d? + d2)dd;ds
= |d10;dy + d20id d18;dy — doddy) — - -
2d(d — dg) | 10ids F d2Bidz + i(d19ida — drBidh) 2d 2d(d — ds) 2d(d — d3)

Ahora solo queda sumarlos



1 d id d2 id d id
d19;dy + doidy + i(dy8;dy — daidy) — 32 3 _ 32(21 _ 82 3

(¥]0;]) = 2(d — dy)

d30;d n (d% + d%)&d B (d% + d%)dazd _ (d% + d%)daldg
2 2d 2d(d — ds) 2d(d — dy)

Usando d? + d3 = d* — d% y desarrollando las diferencias de cuadrados se nos simplifica
bastante

1 d30;d3 dgaid _ do;ds

I:dlaidl + d20;da + i(d10;dp — d20;d1) — —

= 2d(d— d3) 2 2d 2
N d3did  (d* —d3)did  (d* —d5)dd;d  (d* — d3)ddids _
2 2d 2d(d — d3) 2d(d — d3)
1 , d3dids  dods  d38;d
= _— | d18;d1 + d28;d d18;da — d28;dy) — - -
2d(d—d3){1 1+ d20;d2 + i(d10;d2 20;d1) 5 2 + 3
_ ddid  (d—ds)(d+d3)ddid  (d—d3)(d+d3)ddids | _
2 2d(d — d3) 2d(d — d3) N
1 , d3dids  ddds  d38;d
= _— | d18id1 + d28;d d18;da — d28;dy) — - -
2d(d—d3){1 1+ d20;da + i(d10;d2 — d20;d1) 5 5t

dd;d  (d+ds)did  (d+ d3)d;ds
T T 2 + 2

Teniendo en cuenta que 9;d = (d10;d1 + d20;d + d30;2)/d, nos queda

i d30;ds3 do;ds d30;d
—|d10;d do0;d: d10;do — d20;d1) — —
2d(d — d3) 10;d1 + d28;da + i(d18;d2 — d20;d1) 2 5 + 5 +

d10;d1 do8ida  ds38;ds  ddid d38¢d+daid3+d38id3 B
2 2 2 2 2 2 2 o

1 [ A d10;d1 de2dide  d3dids  dBid  d3d;d
= |d18;d1 + d20id d18;ds — dodydr) — - - - =
Sd(d — d3) 10;d1 + d20;d2 + i(d10;d2 20;d1) 5 5 + 5 3 5 ]

1 (d18;d1 dodyds ds8;ds  ddid
= d aid —d 81-d —_— =
sdd—dg) | 2 T2 TUhdidz—d2Oid)+ 2 ]
1 [ d0;d do;d
= i(d10;ds — dodydy) —
sdd—dy) | 2 Tid0idz —dadidi) — =5
1
= i(d18:ds — d28id
2d(d — dg) 10wz — d20ich)

Por tanto, la expresién para la componente i de la conexiéon de Berry en un sistema de dos
bandas, para la banda de valencia, es



~1
~ 2d(d— d3)

Realizando el mismo procedimiento con el autoestado de conduccién, obtenemos

A; = Z<w7|81|1/)7> (dlaidg — dgaidl)

) —1
A =i |0ilyy) = 5 (ch0idz — d20;d1)

d(d + ds)

Demostracién de F;;

La curvatura de Berry se define como F = dA, siendo d la derivada exterior y A la
conexion de Berry. Como A es una 1-forma, F' serd una 2-forma y por tanto sus componentes

pueden expresarse como

Fij = &AJ — @Az

Para derivar Fj; usaremos la expresiéon que hemos obtenido para la conexion de Berry.
Haciendo 0;A;, se obtiene

(*ajd18id2 — dlajaidg =+ adeaid]_ + dzajaidl)(dQ — ddg) + (dlaidz — d26¢d1)(2d8jd — dO;d3 — dgajd)

0:A;, =
T 2d2(d — d3)?

Para 0;A; basta con intercambiar los indices ¢ <+ j. Como hemos hecho la derivada 0;A4;,
vamos a obtener la expresién para Fj;, y la antisimetria de este tensor nos dard F;; = —F;.
La igualdad de las derivadas cruzadas va a hacer que se cancelen al realizar la resta. El primer

sumando de cada numerador va con el signo cambiado, y al restar, se suman

o 2(d? — ddz)(—0;d10ids + 0;d20;d1) + (d10sda — d20id1) (2dd;d — dd;ds — d3d;d)
7 2d2(d — d3)?
(d18jd2 — d28jd1)(2d8id — daid3 — dgaid)

2d2(d — ds)?

Desarrollamos, sacando factor comun la constante de normalizacién

) _
Fj = A D) 2d%(1 — d3 /d)(—;jd18;da + jd28;d1) — d(d18;d2d;d3 — d28;d18;d3)+
— as

+(d18id2—d282-d1)(2d — dg)ajd + d(dlajdgaid3 — dzajdlaidg) — (dlajdg — dgajd1)(2d — d3)6¢di| =

1
2d%(1 — d3 /d)(—0;d19;da + 8;d2d;d1) —

T 2d2(d — d3)?

d2(d18id28jd3 — dgaidlajdg)
d +

d?(d10;do0;d3 — d20;d10;d3)
d

+(d10yda—dadidy ) (2d — d3);d + — (d18;d2 — dad;dy)(2d — dg)c')id:| =

1
T 2d2(d — d3)?

d2(d10;d2d;jd3 — d0;d30;da)
d

2d2(1 — dg/d)(fajdlaidg —+ ajdzaidl) — —+
d2(d28id28jd3 — d28id18jd3)

+(d18¢d2—d28¢d1)(2d— dg)ajd— d

— (d10;da — d2djdy)(2d — dg)aid:|

Introducimos las expresiones A, B y C tal que



(dlaidgajdg - dlaid?)ade)

A pr—
d
B= (dQ@idgajdl — dgaidl(?jdg)
- d
o (ds0id19dy — d30ida0;c)

d

y cuya suma puede expresarse como

1
A+ B+C = geabcda&'db@jdc,

donde se usa el convenio de sumacién de Einstein. Desarrollamos, teniendo en cuenta d2+d3 =
d? — d% y que 0d = (1/d)(d10dy + doddy + d3dds)

— 1 2 2 2
Fji = m 2d (1 — dg/d)(fajdlaidz + ajdgaich) —d“A—d*B+

+ (d103d2 — d20;d1)(2d — d3)0jd — (d10;d2 — d20jd1)(2d — d3)8¢d] =

. _
=—— _|2d%(1 — d3/d)(—8;d18;dy + 9;d28;d1) — d>A — d°B
22(d —d3)? ( 3/d)(—0jd10;d2 + 0;d20;d1) +

d10;d1 + dod;do + dsd;d
+ (d1Bids — dodidy) (2d — dy) DO1N T 2; 2 +d39;ds)

— (d13jd2 — dg@jd1)(2d — d3)

(d10;d1 + d20;da + d30;d3) |
d
1

=~  |2d%(8;d18;dy — 8;d28;d1) — 2d>°C — d’A — d°B
2d2(dd3)2[ (Oucr Dy = Orcdaych) *

(2d — ds)

+ T(d%(aianjdl — 8;d10;d2) + d3(8;d20;d1 — 8;d18;da)+

+ d3(d10;d20;d3 — dod;d10jd3 — d10;dadids + d26jd18id3))]

1
=— = 12d%(8;d19;d2 — 8;d20;d1) — 2d>C — d*A — d*B
2d2(d—d3)2[ (911052 2051) *
2d — d
+ (%d?’)((d% + d3)(9;d20;dy — 0;d10;d2)+

+ d3(d18id2(9jd3 — dlajdgaidg) + d3(d28jd18id3 — dzaidlajdg))]

1 d d
=—~ _|2d?C— —2d’C - d*?A-d*’B—-2(d* - d%)—C
2d2(d — d3)? [ ds ( 3)d3 +

+ (d% — d3)C + 2dd3 A — d3A + 2dd3 B — d3B

- (—d? — d3 +2dd3) A — (d% + d3 — 2dd3) B + (—2d% + (2d3d + (d* — dg)))c}

2d2(d — d3)?2
) -
= o e | A (@ B (224 + (2ad + (& — d%)))C}
) -
= sEa— gy | A (@ B (8 d§>20]
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(@ - &3)?

P ICEAD A+B+C

-1
=—|A+B+C
2d2{ + 5+

-1 1
=2 |:d5abcdaaidb8jdc:|
-1
= ﬁfabcdaaidbajdcz
lo cual, teniendo en cuenta la antisimetria de Fj;, nos da

Fij = ﬁeabcdaaidbajdm

que es la misma para ambas bandas.

1
3

D. Vectores de Bravais de la red hexagonal (Modelo de Haldane)

En la red hexagonal del modelo de Haldane, los primeros y segundos vecinos estan
representados por los vectores de la figura, generando {ay, as,as} y {b1, b2, bs} las respectivas
subredes.

Figura D.1: Vectores en la red hexagonal para el modelo de Haldane. (Figura de ref. [?])

Los vectores a primeros vecinos son, en la orientacién de la figura, son

(V32 (=32 (0
() () e (8) e

Y a segundos vecinos

by = (az —a3) = <_;//§2/2> by = (a3 —a1) = <__\/3§/22> bs = (a1 —az) = <ﬁ>

Como se aprecia, solo dos vectores de cada conjunto son linealmente independientes y por
tanto bastaran para representar a cada subred. Nos interesan las interacciones a segundos
vecinos, que son las que rompen la simetria en el modelo de Haldane. Como base de esa
subred cogeremos by y bo. El espacio reciproco tiene la misma dimensién que el real y cumple



bib;

j = 27T5ij

Asi definidos, la base de vectores de la red reciproca es

bl = 2rm <_1/\/§> by = 2m <_1/\/§>
1/3 -1/3

E. Pfaffiano de una matriz (antisimétrica)

El Pfaffiano se define para matrices anti-simétricas como

n

1 .
onp! Z Slgn(U)Hao‘(%—l),o‘(Qi)a (El)

o€Son =1

Pf(A) =

siendo Sy, el grupo de permutaciones de n elementos y sign(o) la signatura de la permutacién
0. Debido a su definicién, solo existe para matrices cuadradas con un nimero par de columnas.

Ademds cumple la propiedad

Pf(A)? = det(A) (E.2)

F. Indice Z; con simetria de inversion espacial

En caso de que un sistema invariante bajo T presente también simetria de inversién
espacial P, simplifica bastante su derivacion. Es decir, se cumple

TPHK)T P! =H(-k) — [H,TP]=0 (F.1)

Dado que la curvatura de Berry es nula debido a las simetrias, podemos escoger un gauge
para la conexién de Berry en el que ésta también se anule (gauge de Coulomb). Consideramos

los elementos de matriz del operador P T

Umn(k> = <um,k‘PT ‘un,k>a (F2)

donde los indices m y n corresponden a las 2N bandas de energia ocupadas. Los elementos
de la diagonal son nulos por T? = —1 y por tanto la matriz v(k) es antisimétrica. Ademas
también es unitaria por [H, T P] = 0. Por tanto, su Pfaffiano estd definido y estd relacionado
con la conexién de Berry de la forma [§]

Ak) = %Tr [0() Va0 (19)] = Vi log PE (1) (F.3)

donde se ha usado la propiedad det[v] = Pf[v]? y Vilogdetfv(k)] = TrVylogv(k) =
Tr [v(k)"Vio(k)]. Para conseguir A(k) = 0 debemos ajustar las fases de autoestados para
conseguir Pflv(k)] = 1, que puede hacerse mediante una transformacién de los autoestados
de la base

eieklun,k> para n=1

lunx) para n#1 Plu(k)] — Pflo(k))e™ (F.4)

\umk) — {



Bajo esta transformacién de la base, la matriz

Wi (k) = (U —x| T |up x), (F.5)

cumple det[w(k)] = 1 para todo k, teniendo en cuenta la propiedad v(—k) = w(k)v(k)*w(k)”

y usando la identidad Pf[XAX7T] = Pf[A]det[X]. Usando la propiedad P? = 1 podemos
escribir w;; como

Winn (i) = <um,—>\i‘P(P T)‘un)\i% (F.6)

donde la antilinealidad de T y las funciones de Bloch definidas como |¢,,x) = €™*T|u, )

permiten poner

Como el operador P conmuta con el Hamiltoniano, el estado v, 5, es también autoestado de
P, con autovalor £(\;) = +1. Podemos escribir

El Pfaffiano serd un polinomio en &,
2N
Pfw]® = det[w] = det[v] [ ] &m (F.9)
n=1
Debido a la degeneracion de Kramer, cada estado |ugp, z,) ¥ T |ugm,),) comparte el mismo

autovalor de paridad, y por tanto aparece dos veces en el producto anterior. Por tanto,
tomando la raiz cuadrada

N
Pt[w] = Pflv] [] &om, (F.10)
m=1

donde el signo de la raiz cuadrada esta fijado por el caso especial donde todos los €, = 1, de
modo que w = v. Como Pf[v] =1, en el gauge que hemos escogido tenemos

N
6 = r_[l Eam(N;), (F.11)

por tanto, a partir de los autovalores de la paridad en cada uno de los TRIM de la zona de
Brillouin obtenemos el indice de Kane-Mele

(1 =T (F12)

G. Estados de Borde del modelo de Haldane

El Hamiltoniano de Haldane en la aproximacién de baja energia (5.7), con hv, = 1y
haciendo la sustitucién q — —iV es



B m(y) —i0y — O,
Hy (k) = (—i@x to,  —mly) y) (G.1)

Puede obtenerse un sistema de ecuaciones diferenciales separable realizando una rotacién de

la base mediante la matriz unitaria
1 1 1
U=— U=U"", (G.2)
V2 \1 -1
con la que obtenemos
—1i0, 9)
UHy (U™ = ' y +mly) (G.3)
—0y +m(y) 10y
Aplicando (G.3) a un estado |¢)) = («, ) genérico, la ecuacién de Schrodinger Hy [¢0) = E|v)

nos da un sistema de ecuaciones tal que

(—i0y — E)ao = —(0y + m(y))5 =0

(i0y — E)B = —(—9y + m(y))a =0 (G.4)

Resolviendo por separado para « y 3, la tnica solucién que converge (tomando m(y < 0) <0
y m(y > 0) > 0) es, en la base original

Yy, (2, y) o €% exp [ /Oy m(y’)dy’] (1) : (G.5)
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