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    Prefacio

    
    Con este libro pretendemos ofrecer a los estudiantes, que están realizando alguna asignatura de Álgebra Lineal, material de apoyo en cuatro temas que, a nuestro juicio, son de especial relevancia. De ningún modo se ha pretendido generar un texto que cubra la totalidad de los contenidos que se abordan en una asignatura clásica de esa materia.
 

Los autores de este libro hemos constatado lo habituados y cómodos que se encuentran la mayoría de los estudiantes de estas últimas generaciones con el uso de los dispositivos móviles, mucho más que con los libros de papel. Y ello, quizás, ha conllevado que, además, prefieran leer documentos de poca extensión, a modo de píldoras formativas.


Ambas observaciones nos han influido para a escribir un libro electrónico de extensión reducida y, en caso de que fuera necesario, con enlaces a pequeños documentos que recordaran ideas o ampliaran los contenidos del propio libro. La consecuencia es que hemos abandonado la idea de escribir un libro que recoja todos los temas que habitualmente aparecen en un texto de álgebra lineal para estudiantes de los primeros cursos de grados científico-técnicos. Nos hemos inclinado por seleccionar cuatro problemas clásicos del álgebra lineal, acompañando al lector en su aprendizaje y animándole a explorarlos a través de los correspondientes capítulos del libro:



	Capítulo 1. La factorización de una matriz en la forma LU.

	Capítulo 2. La matriz de cambio de coordenadas.

	Capítulo 3. La proyección ortogonal.

	Capítulo 4. Diagonalización de una matriz cuadrada.




Los dos primeros capítulos, dedicados a la factorización LU de una matriz y a la matriz de cambio de coordenadas, suelen formar parte, en otros textos, de las secciones finales del estudio de los sistemas lineales y las matrices, y de los espacios vectoriales de dimensión finita, respectivamente. Abordamos directamente esos dos problemas, sin pasar por los conceptos previos que, sin duda, han de estudiarse de forma sistemática en una asignatura con contenidos de álgebra lineal. Ahora bien, al dedicar un capítulo a cada uno de ellos, hemos querido hacer hincapié en su  importancia conceptual e instrumental, y ofrecer al lector la oportunidad de explorarlos con cierto detalle, a través de variadas actividades. Los otros dos capítulos están dedicados a las proyecciones ortogonales y a la diagonalización de una matriz, que forman parte del núcleo del álgebra lineal y son comunes en casi la totalidad de los programas de formación básica en esta materia. Es por ello por lo que la extensión de estos dos capítulos es superior a la de los anteriores.


Cada capítulo está organizado en cinco o seis secciones siguiendo una misma estructura. Como regla general, la primera sección describe el problema o la idea que se va a desarrollar en el resto de secciones, se puede decir que se trata de una puesta en contexto. Al final de esa primera sección, se ha añadido una breve información de los conocimientos previos necesarios, destacada con el icono , y una lista de objetivos del capítulo, reconocible por el icono . Las secciones intermedias responden a los sucesivos objetivos de calcular, advertir lo importante, descubrir algunas particularidades y aplicar los conceptos que se van desarrollando en cada capítulo. Finalmente, la última sección de cada capítulo siempre está dedicada a proponer varios ejercicios, identificados con el icono , cuya resolución completa o un breve resumen de su resolución pueden ser consultadas en los oportunos enlaces. Recomendamos que la resolución de los ejercicios se consulte después de haberlos resuelto o, al menos, haberlo intentado; en nuestra opinión es muy importante adquirir las habilidades necesarias para enfrentarse al "papel en blanco", es decir, sin ayudas sobre los pasos a dar para resolver un problema.


Hemos intentado hacer una exposición clara, sencilla y concisa, con el rigor que hemos creído adecuado. Los conceptos, propiedades y métodos se han introducido gradualmente y suelen aparecer destacados en recuadros y/o acompañados del icono . En la mayor parte de las ocasiones, hemos utilizado ejemplos, señalados con el icono , suficientemente ilustrativos para que introdujeran al lector en las ideas generales que se enunciaban posteriormente, es decir, yendo de lo particular a lo general. En algunos capítulos aparecen referencias a los errores más comunes que hemos detectado durante nuestra experiencia docente y que están indicados con el icono  .


Se han incluido pruebas o test rápidos, que se identifican con el icono ; los hemos llamado así porque, en general, se resuelven aplicando directamente los procedimientos explicados en los ejemplos precedentes. También se plantean cuestiones, reconocibles por el icono  que las acompaña, y se incluyen observaciones que inciten a la reflexión y a una revisión más profunda. Todas estas actividades no tienen solución o respuesta en el propio libro, sino que forman parte de documentos enlazados para ser consultados cuando el propio lector así lo decida. Esta característica lo hace más adaptable a sus necesidades e intereses.


Este libro se ha escrito en formato electrónico por varias razones. Una de ellas, como ya se ha dicho, es que el lector pueda consultarlo en sus teléfonos móviles, ordenadores personales o tabletas. Por nuestra parte, la generación de un contenido electrónico nos ha permitido usar los colores en el texto y en los gráficos, y, especialmente, agregar imágenes animadas y enlaces a documentos externos como estrategia didáctica. Hay que mencionar que el libro contiene un buen número de enlaces a documentos, en general, de pequeño tamaño y creados por los propios autores, que permiten acceder de forma rápida y sencilla a información que complementa al libro de muy diversas maneras. Esta capacidad interactiva del libro permite al estudiante decidir si necesita revisar el material enlazado y, en definitiva, construir su personal itinerario de aprendizaje al poder adaptar la lectura a sus intereses. 


Somos conscientes que los diferentes dispositivos de lectura de formatos epub, los visores que se pueden incorporar a los navegadores e incluso las versiones del software pueden hacer más o menos amigable la lectura del libro. El libro se ha probado en diferentes dispositivos con los sistemas operativos móviles iOS y Android, así como, en dispositivos de lectura de libros electrónicos. También es posible leer el formato epub en navegadores web como Mozilla Firefox o Google Chrome. 


Cualquier sugerencia que redunde en mejorar esta obra será bien recibida y considerada con atención. Se pueden hacer llegar a los autores a través de sus direcciones de correo electrónico: José Luis Gracia Lozano jlgracia@unizar.es y Dolores Lerís López dleris@unizar.es

 
Queremos agradecer a nuestros compañeros del Departamento de Matemática Aplicada de la Universidad de Zaragoza sus consejos a lo largo de nuestros años de docencia compartida y muy especialmente a nuestro querido amigo y compañero Fernando Vea Muniesa, cuyas valiosas sugerencias nos han permitido mejorar este libro. Ellos, junto a los distintos textos que hemos estudiado, leído o utilizado, han influido, sin ninguna duda, en cómo hemos presentado los contenidos y las actividades en este libro electrónico. Ahora bien, nuestro trabajo no hubiera sido posible sin la sociedad que nos respalda y, sobre todo, sin nuestras personas cercanas y queridas, gracias Mary, gracias Cristina.


Zaragoza, enero de 2022
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Capítulo 1

La factorización de una matriz en la forma LU


1.1. ¿Qué es la factorización LU de una matriz?


1.2 ¿Cómo se consigue la factorización LU?


1.3 ¿Qué es importante saber leer en la factorización LU?


1.4 ¿Qué utilidad tiene la factorización LU?


1.5 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?













  1.1. ¿Qué es la factorización LU de una matriz?


  Factorizar una matriz A, de cualquier tamaño m×n, en la forma LU significa escribir A=LU, siendo L una matriz triangular inferior de orden m (el número de filas de A), con unos en su diagonal principal, y U una matriz triangular superior, si A es una matriz cuadrada,  o escalonada superior, si A es rectangular (cuyo tamaño es el mismo que el de A). 


  El primer ejemplo es la siguiente factorización LU de una matriz cuadrada A: 


   


  Y el segundo ejemplo es el de la factorización LU de una matriz rectangular A:


  


  En los dos ejemplos se aprecia que:


  ● L es una matriz triangular inferior. Su tamaño depende únicamente del número de filas de la matriz A (en ambos ejemplos es tres) y, además, todos los elementos de su diagonal son unos. 


  ● U es una matriz triangular superior (en el primer ejemplo) o escalonada superior (en el segundo ejemplo), cuyo tamaño es el mismo que el de la matriz A.


  


   Una curiosidad. ¿Por qué se utilizan las letras L y U para designar las matrices de la factorización LU?


  Las letras L y U con las que se denominan las matrices de la factorización LU se corresponden con las iniciales de las palabras inglesas Lower (inferior) y Upper (superior), respectivamente.




  
 Aviso.
Para el adecuado aprovechamiento de los contenidos de este capítulo es recomendable conocer y saber aplicar los conceptos que se recuerdan en la información preliminar incluida en los siguientes enlaces: 


	Operaciones elementales con matrices
 
	Matrices elementales
  
	Inversas de las matrices elementales







    Objetivos generales. Este capítulo está dedicado íntegramente al estudio de la factorización LU de una matriz y está enfocado a conseguir los siguientes objetivos:
  
  
  
  	Construir la factorización LU de una matriz a partir de su reducción a una matriz escalonada o triangular superior por el método de eliminación gaussiana.

	Distinguir los diferentes tipos de factorizaciones LU, según las propiedades requeridas a las matrices L y U.

  	Aplicar la factorización de una matriz para resolver sistemas lineales, calcular matrices inversas y obtener determinantes.

  

    
    

 

  




  1.2 ¿Cómo se consigue la factorización LU?


  La expresión matricial del método de Gauss (matemático, astrónomo y físico alemán, 1777-1855) de resolución de sistemas lineales, sin intercambios ni escalado de filas, conduce a la factorización LU de una matriz A. 


  A continuación, se pueden ver los pasos a dar en dos ejemplos. En el primero se trabaja con una matriz cuadrada y en el segundo con una matriz rectangular.


    Ejemplo 1. Vamos a obtener la factorización LU de la matriz cuadrada 


Solución. 


1º) Reducimos la matriz A a una matriz triangular superior U aplicando sólo la operación elemental de eliminación:


  
  
  

  
  donde símbolos como F2−2F1→F2 indican la operación elemental realizada  (cambiar la segunda fila de la matriz por el resultado de restarle dos veces la primera) y E2,1(−2) es la matriz elemental correspondiente. 


  2º) Escribimos el anterior proceso de eliminación de Gauss como producto de matrices. Cada operación elemental antes realizada se expresa multiplicando a la izquierda de cada matriz por la correspondiente matriz elemental.


  
 
 


  ¡Cuidado con el orden de los factores!, porque el producto de matrices no es conmutativo.


  3º) Despejamos la matriz A de la igualdad matricial obtenida en el segundo paso. Para ello, hay que multiplicar a la izquierda de los dos miembros de la igualdad por la inversa de cada matriz elemental hasta dejar únicamente A en el primer miembro. El resultado es:


  
 
 


  4º) Multiplicamos las matrices elementales de la igualdad conseguida en el tercer paso y así ya obtenemos la factorización LU de la matriz A. 


  

  


   


  En el enlace ejemplo 1 se pueden ver explicaciones más detalladas de cada uno de los pasos dados anteriormente.


  

  
    Ejemplo 2. A continuación obtenemos la factorización LU de la matriz rectangular 

  
  Solución. 


  1º) Reducimos la matriz A a una matriz escalonada superior U  anulando los elementos bajo cada pivote, sin multiplicar las filas por escalares ni intercambiarlas de posición:


  
    
  


  2º) Escribimos el anterior proceso de eliminación de Gauss como producto de matrices. Cada operación elemental ha de expresarse como el producto por la correspondiente matriz elemental. ¡Atención al orden de los factores!


  
    
  


  3º) Despejamos la matriz A de la igualdad matricial obtenida en el segundo paso. Para ello, se multiplica a la izquierda de los dos miembros de la igualdad por la inversa de cada matriz elemental y resulta:


  
    
  


  4º)  Escribir la factorización LU que resulta tras multiplicar las matrices elementales de la igualdad anterior.


  
    
  

  
  
    
  


  Cada paso de este ejemplo está explicado con más detalle en el enlace  ejemplo 2.


  


  


      Resumen del método.


    Para obtener la factorización LU de la matriz A puede procederse del siguiente modo:


    1º)  Aplicar únicamente la operación elemental de eliminación a la matriz A hasta reducirla a una matriz triangular o escalonada superior U.


    2º) Escribir el proceso de eliminación gaussiana, llevado a cabo en el primer paso, como producto de matrices. Cada operación elemental realizada se expresa como producto por la adecuada matriz elemental, teniendo cuidado con el  orden de los factores.


    3º) Despejar la matriz inicial A de la igualdad matricial conseguida en el segundo paso, multiplicando a la izquierda de ambos miembros por las inversas de las matrices elementales. 


    4º) Multiplicar las matrices elementales de la igualdad resultante del tercer paso y dejarla escrita en la forma A=LU.


  


  



En la construcción de la factorización LU por el método de Gauss hemos dicho que únicamente aplicamos la operación elemental de eliminación. Por ello, es razonable hacerse las siguientes preguntas: 


   Cuestión 1. ¿Por qué se ha aplicado únicamente la operación elemental de eliminación? 


  Porque la factorización LU que se pretende conseguir de una matriz A ha de cumplir el requisito de que la diagonal de la matriz L esté formada por unos. Aunque esta exigencia sobre L se podría eliminar, no lo hacemos por las razones que están expuestas en el enlace cuestión 1.


   Cuestión 2. ¿En qué se convierte la factorización LU de una matriz A, si además de ser unos los elementos de la diagonal de la matriz L también se añade el requisito de que los pivotes
de la matriz U sean unos?


  Añadir el requisito de que los pivotes de la matriz U sean unos implica modificar la factorización LU para convertirla en la factorización LDU, donde la matriz cuadrada D es diagonal del mismo tamaño que la matriz L. Consulta el procedimiento a seguir en el enlace cuestión 2.


   Cuestión 3.  ¿Qué factorización de una matriz se obtendría si también se usa la operación elemental de multiplicar las filas por números no nulos (simplificaciones)? 


  Si a la operación elemental de anular los elementos bajo cada pivote se añade la de multiplicar filas por escalares no nulos, nuevamente se consigue escribir la matriz inicial como el producto de una matriz triangular inferior L por una triangular o escalonada superior U. Ahora bien, la matriz L puede contener números distintos de uno en su diagonal. Puedes ver algunos ejemplos en el enlace cuestión 3.


   Cuestión 4.   Y si hiciera falta permutar filas, ¿cómo afectaría a la factorización de la matriz? 


  En caso de que al reducir la matriz A a una matriz triangular o escalonada superior U se precise intercambiar el orden de las filas, la escritura matricial del proceso lleva a una factorización en la forma PLU, siendo la matriz cuadrada P una matriz permutación del mismo tamaño que L. 
 
 Además, la matriz permutación  P reúne todos los intercambios de filas del proceso de reducción de la matriz A hasta su equivalente U. Y la matriz L contiene la información sobre las operaciones de eliminación realizadas sobre la matriz PA para reducirla a U.
  
 Puedes ver algunos ejemplos en el enlace cuestión 4.


  



  

      Resumen de los tipos de factorizaciones.


    La escritura del método de eliminación de Gauss como producto de matrices conduce a diferentes formas de factorización de la matriz de partida. Son:


    1. La factorización en la forma LU, siendo L una matriz triangular inferior y U una matriz triangular o escalonada superior. Hay dos tipos:


    • La diagonal de L está formada por unos. En este caso, la única operación elemental utilizada en el método de Gauss es la de eliminación.


    • La diagonal de L contiene cualesquiera valores no nulos. En este caso, dos operaciones elementales pueden haber sido usadas: eliminación y multiplicación por un número real no nulo (simplificación).


    Si se exige que tanto la diagonal de L como los pivotes de U sean unos, entonces se llega a la factorización en la forma LDU. La matriz D es una matriz diagonal inversible, cuyos elementos diagonales son el resultado de sacar “factor común” tanto en las columnas de L como en las filas de U para cumplir el requisito exigido sobre la diagonal de L y sobre los pivotes de U.


    2. La factorización en la forma PLU siendo P una matriz permutación, L una matriz triangular inferior y U una matriz triangular o escalonada superior.


    No todas las matrices pueden ser factorizadas en la forma LU. De hecho, se quedan fuera las que necesitan realizar intercambios de filas para reducirlas a una matriz equivalente triangular o escalonada superior por el método de Gauss. Es decir, siempre que sea ineludible usar la operación elemental de permutar filas, sólo es posible factorizar la matriz de partida en la forma PLU. 


  





  

    1.3 ¿Qué es importante saber leer en la factorización LU?


    Una vez que se dispone de la factorización LU de la matriz A, conviene recordar las características y la información contenida en ambos factores. 


    Con ayuda de las factorizaciones LU de los ejemplos 1 y 2, escritas de nuevo a continuación,  vamos a describir las características generales de las matrices L y U. 


    


     


    

    

     Características de la matriz L.


    • Su tamaño: L es una matriz cuadrada cuyo tamaño viene determinado por el número de filas de A. En ambos ejemplos, el tamaño de L es 3×3, pues tres son las filas de las dos matrices A de los ejemplos 3 y 4.


    • El tipo de matriz: L es una matriz triangular
inferior.


    • Todos los elementos diagonales de L son unos. Eso significa que la única operación elemental realizada en el proceso de reducción de A hasta U es la de eliminación, es decir, no hay permutaciones de filas ni productos por escalares de las filas.


    • Los elementos subdiagonales son los multiplicadores, cambiados de signo, del proceso de eliminación realizado sobre A para reducirla a la matriz triangular o escalonada superior U.




    En el caso del ejemplo 1, la matriz  indica que las operaciones elementales realizadas son: primero, F2−2F1→F2  y F3−1F1→F3 (no importa en qué orden) y, después, F3− 2F2→F3.


    En el ejemplo 2, la matriz  reúne la siguiente información sobre las operaciones elementales realizadas: primero, F2−3F1→F2  y F3−1F1→F3 (no importa en qué orden) y, después, F3− 2F2→F3.


    

    

     Características de la matriz U.


    • Su tamaño: U es del mismo tamaño que A.


    • El tipo de matriz: U es una matriz triangular o escalonada superior.


    • Los primeros elementos no nulos de cada fila de U son los pivotes.




    



     Test rápido 1. Sabiendo que:
  
     

    completa los huecos en las siguientes frases:


    • La matriz L es triangular 
           con     en su diagonal. 


    • Los elementos subdiagonales de L informan que se han realizado las siguientes operaciones de eliminación para transformar la matriz A en la matriz U:

      


    • El número de pivotes es    .


     Test rápido 2. Siguiendo el modelo del test rápido 1, describe la información contenida en las siguientes factorizaciones:


       
     


      
     


       
     



    Enlace a la solución de los test rápidos 1 y 2.


    


   

      Un error habitual. 


    Se podría llegar a pensar que los elementos subdiagonales de la matriz L−1 también son los multiplicadores del proceso de eliminación gaussiana.


    Esta idea es rotundamente falsa y sólo puede pasar en condiciones excepcionales. El ejemplo 1 lo ilustra claramente, puedes consultar los detalles en el enlace un error habitual.


    




     Cuestión 5. De la factorización LU de una matriz, ¿se pueden deducir las factorizaciones LU de sus submatrices sin realizar cálculos adicionales?


    Sí, desde
luego que sí. Hay algunos ejemplos en el enlace
cuestión 5.


     Cuestión 6. Si se dispone de un programa matemático que sólo calcula la factorización LU o PLU de matrices cuadradas, ¿qué se puede hacer para que también facilite la factorización de las matrices rectangulares?


    Únicamente hay que ampliar la matriz rectangular dada A con filas o columnas de ceros hasta convertirla en una matriz cuadrada C. 


    Una vez obtenida la factorización LU de la matriz cuadrada C, se deduce la factorización LU de cualquiera de sus submatrices (véase la cuestión 5) y, en particular, la  de la matriz rectangular A.


    Hay algunos ejemplos en el enlace
cuestión 6


    








    1.4 ¿Qué utilidad tiene la factorización LU?


    Esta sección está dedicada a cuatro aplicaciones inmediatas de la factorización LU o PLU de una matriz. En concreto, vamos a exponer cómo utilizar esos tipos de factorizaciones de una matriz A para: 

    
    	Resolver un sistema lineal cuya matriz de coeficientes es precisamente A.

    	Estudiar todos los sistemas lineales cuya matriz de coeficientes es A.

   	Calcular, si existe, la inversa de una matriz cuadrada A.

   	Obtener el determinante de una matriz cuadrada A.

    

    
        

    
    1. Resolver sistemas lineales


    Puesto que la factorización LU de una matriz A contiene toda la información del proceso que reduce A a su equivalente U, es comprensible que se aproveche para resolver los sistemas lineales cuya
matriz de coeficientes es A. Veamos cómo hacerlo en un ejemplo. 


  Ejemplo 3. Sabiendo que:


     


podemos resolver el sistema lineal


    
     



    del modo que
se indica a continuación.


    Solución.

   
     Primero, determinamos el sistema lineal equivalente UX=C que resulta de aplicar el proceso de eliminación gaussiana especificado en la matriz L. Así tenemos:


    


    Y, finalmente, resolvemos por sustitución regresiva el sistema escalonado superior que se ha obtenido y tenemos que su solución general es:


    
    
    


    siendo x3 y x4  variables libres o independientes, es decir, x3, x4∈R.


    



     Resolución de sistemas lineales mediante la factorización LU


    Para resolver el sistema lineal AX=B aprovechando la factorización LU (la diagonal de L está formada por unos) de A, se puede trabajar como sigue: 


    • Primero, transformamos AX=B en su equivalente UX=C aplicando las operaciones de eliminación almacenadas en la matriz L. 


    • Por último, resolvemos el sistema triangular o escalonado superior UX=C.




    

    A continuación hay dos test rápidos en los que se pide resolver sistemas lineales AX=B utilizando la factorización LU dada de sus respectivas matrices de coeficientes. 



     Test rápido 3. Resuelve el sistema lineal , utilizando la siguiente factorización de su matriz de coeficientes:


    


 Test rápido 4. Resuelve el sistema rectangular  sabiendo que la factorización LU de su matriz de coeficientes es:


    
    
    



    Enlace a la solución de los test rápidos 3 y 4.


    


     Cuestión 7. El anterior procedimiento para resolver sistemas lineales AX=B a partir de la factorización LU de la matriz de coeficientes A, se basa en que la matriz L contenga unos en su diagonal, y que, en consecuencia, los elementos bajo su diagonal principal son precisamente los multiplicadores, cambiados de signo, de las operaciones de eliminación que transforman la matriz A en su equivalente triangular o escalonada superior U. 


    La cuestión es ¿cómo proceder en caso de que la factorización LU disponible no cumpla el requisito de que L tenga unos en su diagonal?


    En caso de que la diagonal de la matriz triangular inferior L no esté formada necesariamente por unos, una alternativa para resolver el sistema lineal AX=B consiste en transformarlo en dos sistemas triangulares del siguiente modo: 


    
    
    


Es decir, para resolver el sistema lineal (LU)X=B primero se calcula la solución Y del sistema triangular inferior LY=B; y, a continuación, se resuelve el sistema triangular o escalonado superior UX=Y.


Conviene destacar que el procedimiento descrito también es aplicable al caso en que el factor L, de la factorización LU, cumpla el requisito de que su diagonal esté formada por unos. 

  
Puedes consultar algunos ejemplos de este procedimiento en el enlace cuestión 7


    

      

      


    2. Estudiar un sistema lineal


    La factorización LU de una matriz A es, en esencia, la expresión matricial de un proceso de eliminación gaussiana. Por tanto, contiene suficiente información para analizar el comportamiento de las soluciones de los sistemas lineales AX=B, sea cual sea el vector de términos independientes B.


Veamos cómo proceder en el siguiente ejemplo.


      Ejemplo 4. Una vez conocida la siguiente factorización de la matriz A:


     


    podemos estudiar los sistemas lineales


     


aplicando el mismo proceso que el utilizado para resolver sistemas en el apartado anterior.

    En efecto, primero calculamos el sistema lineal equivalente UX=C, es decir, el que resulta de aplicar el proceso de eliminación gaussiana que está especificado en la matriz L:


    


    Por tanto, el sistema equivalente es 


     


    En consecuencia, 


    • El sistema AX=B es compatible si y sólo si b3−2b2+b1=0 


    • Y, además, en ese caso, el sistema es compatible indeterminado con dos variables libres o parámetros (ya que el número de incógnitas del sistema es
cuatro y sólo hay dos pivotes). 


    


     Test rápido 5.


    Analiza la compatibilidad del sistema  sabiendo que una factorización de su matriz de coeficientes es: 


    
    
    


     Test rápido 6.

    Analiza la compatibilidad del sistema lineal   sabiendo que su matriz de coeficientes se factoriza en la forma:


    
    
    


    Enlace a la solución de los test rápidos 5 y 6


 

    

 


    3. Calcular la inversa de una matriz cuadrada


    Dada una matriz cuadrada A de orden n, su matriz inversa A−1, si existe, es la única matriz que verifica AA−1=In. 

    Por tanto, si se consideran como incógnitas las columnas de  , entonces la igualdad matricial AA−1=In es equivalente a los siguientes n sistemas lineales: 


    
    
    


    Y todos ellos pueden ser resueltos aprovechando la factorización LU de la matriz A. El siguiente ejemplo ilustra cómo proceder. 



     Ejemplo 5. Calculamos la                                            inversa de la matriz , de la que se sabe que se factoriza del siguiente modo:


    


    Solución.

    
    Su matriz inversa, que denotamos,  verifica:


    


    Y, por tanto, los elementos de A−1 son las soluciones de los tres sistemas lineales siguientes:


     


    De la factorización LU se deduce que estos tres sistemas lineales se reducen, respectivamente, a los tres siguientes sistemas triangulares superiores, cuyas soluciones se calculan por sustitución regresiva:


    
    
    


    
    
    


    
    
    


    En definitiva,


     


    Puedes comprobar que es correcta la matriz inversa obtenida sin más que efectuar el producto AA−1 y ver que resulta la matriz identidad.


    


     Test rápido 7. Utiliza la factorización 

   
   
   
   

   
     para obtener la solución de cada uno de los sistemas lineales . 
     
 Calcula, si existe, la matriz A−1


        Test rápido 8. Utiliza la factorización 

   
   
       
    


    para obtener las soluciones de los sistemas lineales: . 
    
Calcula, si existe, la matriz B−1.


    


    Enlace a la solución de los test rápidos 7 y 8


    


    

      


    


    4. Calcular determinantes


    Recuerda que el determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de cada factor, es decir, det(AB)=det(A)∙det(B). Por tanto,una vez conocida la factorización LU de la matriz cuadrada A, se puede calcular su determinante sin más que aplicar la propiedad anterior. Dicho
de otro modo,


    A=LU ⇒ det(A)=det(LU)=det(L)∙det(U)


    Ahora bien, al ser L una matriz triangular cuya diagonal está formada por unos, se tiene que det(L)=1. Por tanto, det(A)=det(U).


    


 Ejemplo 6. Sabiendo que: 


  
   
  


se deduce que det(A)=det(U)=0.


    Ejemplo 7. Sabiendo que: 


    
    
    


    se deduce que det(A)=det(U)=3×1×2/3×(−48)= −96.


    


     Test rápido 9. Calcula los determinantes de las siguientes matrices a partir de la factorización indicada.

    


        



    



   



   



   
   
 

    
Enlace a la solución del test rápido 9.


    
        

    






  

    1.5 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje? 


     Una prueba rápida


    A continuación hay planteadas algunas preguntas en las que has de marcar si la afirmación escrita es verdadera o falsa. Además, en caso de que sea verdadera deberías escribir por qué lo es, y, en caso de que sea falsa, indica cuál es la forma correcta.



     Pregunta 1. Considera el siguiente proceso de eliminación gaussiana y la correspondiente factorización LU de la matriz A.


    


    Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:


    a) La matriz L es 


    b) La inversa de la matriz L es 


    c) El sistema   es equivalente a 


    d) Todos los sistemas lineales  son compatibles.


    e) Todos los sistemas compatibles  son indeterminados.


    f) El determinante de la matriz A es cero.


    


      Pregunta 2. Considera el siguiente proceso de eliminación gaussiana y la correspondiente factorización LU de la matriz A.


     


    Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas.


    a) La matriz L es 


    b) La inversa de la matriz L es 


    c) En la factorización LDU de la matriz A, las matrices D y U son las siguientes:


    


    d) Todos los sistemas lineales  son compatibles.


    e) Todos los sistemas compatibles  son determinados.


    f) El determinante de la matriz A es −2.


    


    Consulta las respuestas a las cuestiones incluidas en ambas preguntas en el enlace prueba rápida.


    


    

      


    


     Ejercicios propuestos.


    Comprueba tu conocimiento de la factorización LU realizando los siguientes ejercicios. Ponemos a tu disposición su resolución completa en el enlace que aparece tras los enunciados.


    Ejercicio 1. Considera la matriz cuadrada . Se pide:


    a) Averigua cuál es su factorización LU y deduce su factorización LDU.


    b) Utiliza la factorización LU de la matriz A, obtenida en el apartado a), para calcular el determinante y la matriz inversa de A.

   
     


    Ejercicio 2. Obtén la factorización LU de la matriz  y a partir de ella:


    a) Deduce la factorización LDU de la matriz A.


    b) Deduce la factorización LU  de las siguientes matrices:


    ,  y .


    c) Calcula las soluciones del siguiente sistema lineal:


    


    d) Estudia la compatibilidad de los sistemas lineales cuya matriz de coeficientes es A, es decir, de los sistemas lineales siguientes: 


    


    


    Ejercicio 3. Sabiendo que


    


    Se pide:


    a) Deduce la factorización LU de la submatriz , ¿cuánto vale su determinante?


    b) Calcula la solución general del sistema homogéneo BX=0.


    c) Estudia la compatibilidad de los sistemas 

    
    


    Ejercicio 4. Considera la matriz simétrica . Calcula la factorización LU de la matriz S y, a partir de ella, responde a las siguientes preguntas:


    a) Transforma la factorización LU de la matriz S en su factorización LDU. ¿Qué relación hay entre las matrices L y U de la factorización LDU?


    b) Reescribe, si es posible, la factorización LDU de S en la forma LLT, es decir, como el producto de una matriz triangular inferior L (sin condiciones sobre sus elementos diagonales) por su traspuesta LT. La factorización LLT se llama factorización de Cholesky (toma su nombre del matemático francés André-Louis Cholesky, 1875-1918).

    
    


    Ejercicio 5. Considera la matriz simétrica , que se reduce a una triangular superior U aplicando el siguiente proceso de eliminación de Gauss:


    


    a) Escribe el anterior proceso de eliminación como un producto de matrices y deduce la consiguiente factorización LU de la matriz S.


    b) Resuelve el sistema lineal . ¿Cuál es la inversa de S?


    c) Transforma la factorización LU de la matriz S en su factorización LDU, en la que tanto los elementos de la diagonal de L como los pivotes de U sean unos.


    d) ¿Es posible reescribir la factorización LDU de la matriz S en la forma LLT, es decir, como el producto de una matriz triangular inferior L (sin condiciones sobre sus elementos diagonales) por su traspuesta LT? Dicho de otra manera, ¿cuál es la factorización de Cholesky de la matriz S?

    
    


    Ejercicio 6  Considera la matriz . Aplica el método de Gauss para reducirla a una matriz triangular superior U, escribe la correspondiente factorización PLU  de la matriz A y responde a las siguientes preguntas:


    a) ¿Qué permutaciones de filas has realizado? ¿Cuántos pivotes hay?, ¿en qué columnas están?


    b) ¿Qué condición deben verificar los términos independientes del siguiente sistema de ecuaciones lineales para que sea compatible?


     

    
    


    Ejercicio 7. Considera
la matriz . Obtén una factorización PLU de la matriz C y úsala para responder a las siguientes cuestiones:


    a) ¿Cuánto vale el determinante de C?


    b) ¿Cuál es la solución del sistema ?


    c) ¿Cuál es la matriz inversa de C?


    Ejercicio 8. Considera
la matriz . Redúcela a una matriz triangular superior aplicando únicamente la operación elemental de eliminación, ¿cuántas veces ha sido necesario aplicarla? 


    a) Escribe la correspondiente factorización LU de la matriz A.


    b) ¿Es A una matriz inversible?


    Ejercicio 9.
Considera la matriz . Redúcela a una triangular superior aplicando únicamente la operación elemental de eliminación, ¿cuántas veces ha sido necesario aplicarla? 


    a) Escribe la correspondiente factorización LU de la matriz Ak.


    b) ¿Es Ak una matriz regular?, es decir, ¿es Ak inversible?


    


    Ejercicio 10.
Obtén la factorización LU, si es posible, o la factorización PLU, en otro caso, de la matriz  según los valores del parámetro k y resuelve el sistema lineal 


    

    
    
    Ejercicio 11. 
El objetivo de este ejercicio es resolver el circuito resistivo de la figura de al lado analizándolo por mallas. Los valores de las resistencias, en ohmios, son 
R1=R5=R6=1,
R2=4,
R3=R4=2. Para ello, se pide:



a) Escribe el sistema de ecuaciones AX=B que resulta de aplicar el método de corrientes de malla a la red resistiva de la figura, y observa qué datos contienen cada una de las matrices del sistema.



b) Obtén la factorización LU de la matriz de coeficientes A.


c) Finalmente, usa la factorización LU, obtenida en el apartado anterior, para resolver el circuito en los siguientes casos particulares de fuentes de alimentación:




	Las fuentes de voltaje son V1=14 y V2=6 voltios. Además, responde a las siguientes preguntas: ¿cuáles son las lecturas de los amperímetros (ideales) A1 y A2?, ¿cuál es el valor de la caída de tensión en la resistencia R4?


	Ambas fuentes suministran una tensión continua de 50 voltios al circuito. ¿Cuál es la corriente que atraviesa la resistencia R2?


	
Las dos fuentes cambian a tensiones alternas V1=5sin⁡(t) y V2=5cos⁡t. ¿Cuál es la amplitud y el desfase de la corriente que circula por cada una de las resistencias R2 y R6?









    Enlace a la resolución de los ejercicios propuestos. 


    


    

      


    


     Más ejercicios propuestos.


    A continuación tienes los enunciados de más ejercicios de los que tan sólo indicamos parte de su solución en el enlace que hay al final.


    Ejercicio 12. Al aplicar el método de eliminación gaussiana a la matriz  se obtiene la matriz triangular superior U, como se indica a continuación. 


     


    Se pide:


    a) Traduce el proceso anterior, paso a paso, como producto de
matrices.


    b) Calcula (no sólo escribir) la matriz L de la factorización LU de la matriz B.


    c) Calcula las soluciones del sistema homogéneo BX=0, ¿forman una recta o un plano de R3?


    d) Calcula las soluciones del sistema no homogéneo . ¿Qué
relación hay entre estas soluciones y las halladas en el apartado anterior?


    e) ¿Qué condición deben verificar a, b y c para que el sistema lineal  sea compatible?


    


    Ejercicio 13. Obtén la factorización LU de la matriz   y a partir de ella:


    a) Averigua las soluciones del sistema homogéneo CX=0.


    b) Resuelve el sistema 


    c) Localiza, si es posible, un vector  de modo que el sistema  sea incompatible y otro vector  de modo que el sistema  sea compatible determinado.


    Ejercicio 14. Considera la matriz simétrica . Calcula la factorización LU de la matriz S y, a partir de ella, responde a las siguientes preguntas:


    a) Resuelve el sistema lineal . ¿Cuál es la solución del sistema lineal ? ¿Cuál es la inversa de S?


    b) Transforma la factorización LU obtenida de la matriz S en su factorización LDU.

    
        c) Escribe la factorización de Cholesky de la matriz simétrica S.


    Ejercicio 15. Considera la matriz . ¿Qué valor o valores de k obligan a un intercambio de filas de Ak al aplicar la eliminación gaussiana? Escribe las correspondientes factorizaciones LU o PLU de la matriz Ak, según los valores de k. ¿En qué casos es Ak inversible?


    


    Ejercicio 16.
Obtén la factorización LU, si es posible, o PLU, en otro caso, de la matriz   en función de los valores del parámetro b. Y, además, resuelve el sistema lineal  


    


    Ejercicio 17.
Obtén la factorización LU o PLU de la matriz   en función de los valores del parámetro a. Además, resuelve el sistema lineal homogéneo  


    




    Ejercicio 18. 
En este ejercicio se pretende analizar el circuito de la figura de al lado, usando el método de corrientes de malla. Los valores, en ohmios, de las resistencias son: 
 

R1=1, R2=3, R3=2, R4=1, R5=4.


Para ello, se pide:



a) Escribe el sistema de ecuaciones AX=B que resulta de aplicar el método de corrientes de malla a la red resistiva de la figura. Describe qué tipo de datos forman cada una de las matrices del sistema.



b) Obtén la factorización LU de la matriz de coeficientes A.


c) Determina las corrientes de malla en el caso de que V1=10 y V2=6 voltios.



d) 	Y si cambian los voltajes suministrados al circuito a V1=7 y V2=13 voltios, ¿qué corriente circula por cada malla?





    

     En el enlace Más ejercicios propuestos se encuentran las soluciones de estos siete últimos ejercicios propuestos.


  


  


 









Capítulo 2

La matriz de cambio de coordenadas


2.1. ¿Qué es la matriz de cambio de coordenadas en un espacio vectorial?


2.2 ¿Cómo se consigue la matriz cambio de coordenadas en un espacio vectorial?


2.3 ¿Qué es importante saber leer en la matriz de cambio de coordenadas?


2.4 ¿Cómo es el cambio de coordenadas al "mover" bases en R2?


2.5 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?







    

    
     2.1. ¿Qué es la matriz de cambio de coordenadas en un espacio vectorial?

     
En un espacio vectorial de dimensión finita hay diferentes bases, y  los vectores que forman parte del espacio tienen asociadas diferentes coordenadas en cada base. Por ejemplo, consideremos las siguientes bases del espacio vectorial R2:


𝔅1={u1=(1,1), u2=(2,0)}   y   𝔅2={v1=(1,0), v2=(2,1)}

     
     
    Cada una de ellas genera una retícula diferente del plano, como se ve en las imágenes de la figura que hay a continuación. En ambas se ha dibujado, en color rojo, el mismo vector v. En la imagen de la izquierda se aprecia fácilmente que v=1u1+2u2, mientras que en la de la derecha se observa que v=3v1+1v2. En definitiva, las coordenadas de v son (1,2)𝔅1 en la base 𝔅1 y (3,1)𝔅2 en la base 𝔅2.

    
    
    
    

         
    Este ejemplo es tan sencillo que las coordenadas del vector v en las dos bases dadas se saben por simple inspección visual. Ahora bien, es natural preguntarse si hay algún método para "pasar" de unas coordenadas a otras de forma sencilla, eficiente y válida para todos los vectores del espacio vectorial. La respuesta es sí, de hecho, se pueden determinar las coordenadas de un vector de un espacio vectorial respecto de una base a partir de sus coordenadas en otra base, sin más que multiplicar las primeras por la denominada  matriz de cambio de coordenadas.


En el ejemplo anterior, la matriz que cambia las coordenadas en la base 𝔅1 a las coordenadas en la base 𝔅2 es , matriz que construiremos en la siguiente sección. El hecho es que al multiplicar las coordenadas de un vector v en la base 𝔅1 por esa matriz M se obtienen las coordenadas de ese mismo vector v en la base 𝔅2. En el caso del vector v considerado en este ejemplo inicial, se verifica:


  
  


donde [v]𝔅1 y [v]𝔅2 son las coordenadas de v en la base indicada.


Y justamente el objetivo de este capítulo es construir y estudiar la matriz de cambio de coordenadas en los espacios vectoriales Rn.

 


  

 Aviso. Para seguir las explicaciones de este capítulo se necesitan los conceptos de espacio vectorial, de vectores linealmente independientes o dependientes (también llamados conjuntos libres o ligados, respectivamente), de sistema generador, de base y de coordenadas de un elemento de un espacio vectorial respecto de una base.


En el siguiente enlace puedes consultar el significado de esos conceptos  Información básica 





  Objetivos generales. Este capítulo está dedicado al estudio de la relación entre las distintas coordenadas de un vector cuando se utilizan diferentes bases del espacio vectorial. Concretamente, se pretenden conseguir los siguientes objetivos:
  
  
  
  	Construir la matriz del cambio de coordenadas entre dos bases cualesquiera del espacio vectorial Rn.

	Analizar las características de una matriz de cambio de coordenadas y utilizar diferentes métodos para su obtención.

  	Aplicar y estudiar las matrices de cambios de coordenadas en el caso de bases de R2 relacionadas por un giro o por una simetría plana.

  









  2.2 ¿Cómo se consigue la matriz de cambio de coordenadas en un espacio vectorial?


  Vamos a presentar el problema que queremos resolver mediante dos ejemplos. Después se expondrá la idea general.


   Ejemplo 1. Un cambio de coordenadas en el espacio vectorial R2.


  Supongamos que las coordenadas del vector v∈R2 respecto de la base 𝔅1={(1,1),(2,0)} son (1,2)𝔅1, esto es, [v]𝔅1=(1,2)𝔅1. Nos preguntamos: ¿qué método se puede seguir para determinar las coordenadas (β1,β2)𝔅2, de v respecto de la base 𝔅2={(1,0),(2,1)}?


Solución.


  1º) Escribimos el vector v  referido a las dos bases dadas:


  
    
  



  En las igualdades anteriores se ha optado por escribir los vectores en forma de columna siguiendo así la forma habitual en la que se manejan los vectores para este propósito. De esta forma, el vector columna v queda escrito como el producto de la matriz B1 o la B2, cuyas columnas son los vectores de la correspondiente base, por sus coordenadas en esa base dispuestas en un vector columna.


  2º) Igualamos ambas expresiones y obtenemos la siguiente ecuación:


  
    
  


  3º) Procedemos a resolver la ecuación anterior multiplicando a izquierda por la inversa de la matriz B2. De esta forma, tenemos:


  
    
  


  En definitiva,


  
    
  


  Y, por tanto, las coordenadas del vector v respecto de la base 𝔅2 son (3,1)𝔅2, o bien, simbólicamente [v]𝔅2=(3,1)𝔅2.


  Vamos a verificar que no hay ningún error en los cálculos realizados comprobando que obtenemos el mismo vector cuando lo calculamos a partir de cada una de las dos bases. En efecto,



	Respecto a la base 𝔅1:
  
    
  

  
    
  




	Análogamente respecto a la base 𝔅2:
  
    
  

  
    
  






  

La matriz  que ha aparecido en la igualdad  se dice que es "la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2". Es claro que el motivo por el que recibe este nombre se debe a que al multiplicar esta matriz M por las coordenadas de un vector respecto de la base 𝔅1 resultan las coordenadas de ese mismo vector respecto de la base 𝔅2
 


  Observaciones al ejemplo 1.


  
  	
      La utilidad de la matriz de cambio de coordenadas radica en que, una vez determinada, podemos usarla para calcular las coordenadas de cualquier otro vector. Por ejemplo, supongamos ahora que las coordenadas del vector w respecto de la base 𝔅1 del ejemplo 1 son (4,5)𝔅1 y que es necesario determinar sus coordenadas (β1, β2)𝔅2 respecto de la base 𝔅2 de ese mismo ejemplo. Para ello, simplemente tenemos que multiplicar la matriz de cambio de coordenadas M antes obtenida por las coordenadas del vector w respecto de la base 𝔅1, es decir,


      
        
      


      Por tanto, las coordenadas del vector w respecto de la base 𝔅2 son (6,4)𝔅2.


      Vamos a comprobar también que el resultado obtenido es correcto.



	
  Respecto a la base 𝔅1 tenemos:
  
    
  

  
    
  




	
  Y análogamente respecto a la base 𝔅2:
  
    
  

  
    
  





     

	
   En general, ya podemos relacionar de una forma sencilla las coordenadas (α1,α2)𝔅1 de un vector cualquiera respecto de la base 𝔅1 con sus coordenadas (β1,β2)𝔅2, respecto de la base 𝔅2, mediante la "matriz de cambio de coordenadas M de la base 𝔅1 a la base 𝔅2".
Este hecho queda expresado en la siguiente igualdad:


      
        
      


    Si despejamos las coordenadas respecto a la base 𝔅1, se tiene:


      
        
      


    es decir,


      
        
      


   En esta última igualdad las coordenadas se relacionan mediante la matriz inversa M−1, que recibe el nombre de matriz del cambio inverso, es decir, es "la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1"


  





  


  La idea expuesta en el ejemplo 1, acerca del cambio de coordenadas en R2, puede extenderse fácilmente al espacio vectorial R3 y, en general, a Rn. Vamos a ilustrarlo con el siguiente ejemplo de R3.


 Ejemplo 2. Un cambio de coordenadas en el espacio vectorial R3.


  Considera las siguientes bases de R3: 


  𝔅1={(1,3,2), (4,−1,0), (2,0,1)}   y  𝔅2={(2,1,0), (−1,3,0), (0,4,1)}.


  Nos proponemos:


  
    	
    Construir la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.
    

    	
    Dar la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.
    

    	
    Sabiendo que las coordenadas del vector p respecto de la base 𝔅1 son (1,−1,0)𝔅1, determinar sus coordenadas respecto de la base 𝔅2.
    

    	Sabiendo que las coordenadas del vector q respecto de la base 𝔅2 son (−4,2,1)𝔅2, determinar sus coordenadas respecto de la base 𝔅1.
    

  


Solución.


a. Construimos la matriz M de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.

    
    Para ello, seguimos los mismos pasos que en el primer ejemplo y comenzamos tomando un vector v∈R3, cuyas coordenadas respecto de las bases 𝔅1  y 𝔅2 son (α1,α2,α3)𝔅1 y (β1,β2,β3)𝔅2, respectivamente.


    1º) Escribimos el vector v como combinación lineal de ambas bases (recuerda que se ha optado por la escritura de los vectores en columna):

    
    
     
    


Observa que, de nuevo, los vectores de las bases 𝔅1  y 𝔅2  están dispuestos de forma ordenada en las columnas de las matrices B1 y B2, respectivamente.


2º) Se igualan ambas expresiones y obtenemos la siguiente ecuación matricial:

  
  
    
   


  3º) Después despejamos unas coordenadas en términos de las otras para encontrar las matrices de cambio de coordenadas. Empezamos determinando la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2:

  
  
    
  


  En definitiva, el cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 viene dado por la ecuación:


  
    
  


  Y, por tanto, la matriz de cambio de coordenadas de base 𝔅1 a la base 𝔅2 es:


  
    
  


  Revisa el proceso de construcción de la matriz M y observa que M = (B2)−1B1.


b. En este apartado vamos a obtener la matriz N del cambio de coordenadas inverso, es decir, de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


    La matriz N del cambio de coordenadas inverso, de la base 𝔅2 a la base 𝔅1, se puede determinar sin más que calcular la inversa de la matriz M del apartado anterior. Es decir, de la ecuación


  
    
  


  se obtiene


  
    
  


  En definitiva, el cambio de coordenadas inverso, de la base 𝔅2 a la base 𝔅1, viene dado por la ecuación:


  
    
  

  
  Sobre la matriz del cambio inverso N destacamos que N=M−1, y que, en consecuencia, N=(B1)−1B2.

  
  c. Sabiendo que las coordenadas del vector p respecto de la base 𝔅1 son (1,−1,0)𝔅1, calculamos sus coordenadas respecto de la base 𝔅2.


Una vez que se dispone de las matrices de cambio de coordenadas, podemos responder a este apartado, y al siguiente, sin más que multiplicar la adecuada matriz de cambio de coordenadas por las coordenadas dadas en el enunciado.


Así, en el caso de este apartado, tenemos:


  
    
  


Vamos a comprobar la solución obtenida, verificando que se obtiene el mismo vector al escribirlo en ambas bases. En efecto,


  
    
  

     
  
    
  


d. Sabiendo que las coordenadas del vector q respecto de la base 𝔅2 son (−4,2,1)𝔅2, determinamos sus coordenadas respecto de la base 𝔅1.


    Para ello multiplicamos la matriz N, de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1 obtenida en el apartado b, por las coordenadas dadas en el enunciado [q]𝔅2=(−4,2,1)𝔅2:


  
    
  


  Concluimos este apartado, y el ejemplo 2, comprobando que no hay errores en el resultado obtenido:


  
    
  

  
    
  

     
     

   


      Resumen del método de obtención de las matrices de cambio de coordenadas.

    
    Los pasos que se han dado para construir las matrices de cambio de coordenadas en los dos ejemplos anteriores son:



	Escribir un vector genérico como combinación lineal de las dos bases dadas.

	Igualar ambas expresiones para obtener la ecuación matricial que relaciona las coordenadas del vector genérico respecto de las dos bases.

	Despejar en la ecuación matricial obtenida en el segundo paso unas coordenadas respecto de las otras.




La matriz de cambio de coordenadas de una base respecto de la otra es la matriz cuadrada que aparece en la ecuación obtenida en el tercer paso. Y su inversa es la matriz del cambio de coordenadas inverso.




    
     

     
La matriz de cambio de coordenadas en el espacio vectorial Rn.


Una vez que hemos practicado el cambio de coordenadas en R2 y R3, en los ejemplos 1 y 2, y que hemos escrito el resumen del procedimiento seguido, vamos a deducir la expresión de la matriz de cambio de coordenadas cuando se trabaja con el espacio vectorial general Rn.


Sean (α1, α2, ..., αn)𝔅1 y (β1, β2, ..., βn)𝔅2 las coordenadas del vector v∈Rn en las bases 𝔅1={u1, u2, ..., un} y 𝔅2={w1, w2, ..., wn}, respectivamente. Esas coordenadas satisfacen la siguiente relación:


  
    
  


En esta igualdad los vectores de las bases 𝔅1 y 𝔅2 se han dispuesto de forma ordenada en las columnas de las matrices B1 y B2 que aparecen multiplicando a izquierda a las correspondientes coordenadas.


Despejando unas u otras coordenadas, se tienen ecuaciones del tipo:


  
    
  


Por tanto, tenemos:



	 La matriz M del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 viene dada por

    
  



	 La matriz N del cambio inverso, es decir, del cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1, viene dada por 

    
  






  


 Cuestión 1. En la construcción de la matriz de cambio de coordenadas de los ejemplos 1 y 2, se ha optado por escribir los vectores del correspondiente espacio vectorial en forma de columna, la cuestión es: ¿qué sucedería si se hubiera utilizado la escritura de los vectores en forma de fila?


  Piensa por ti mismo cómo cambiaría la escritura del proceso (las ideas son las mismas) y después, si te interesa, puedes consultar el enlace  Cuestion 1 





 
  
  Test rápido 1. En el ejemplo 1 de esta sección se ha trabajado con las bases 𝔅1={u1=(1,1),u2=(2,0)} y 𝔅2={v1=(1,0),v2=(2,1)} de R2.
Y se ha deducido que la matriz del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 es  y que la matriz  es la del cambio de coordenadas inverso. 


A partir de esa información, se pide que completes los huecos que aparecen en las siguientes las frases:




  	Sabiendo que las coordenadas del vector p respecto de la base 	𝔅1 son (3,2)𝔅1, entonces sus coordenadas respecto de la base 𝔅2 son       .


  	Sabiendo que las coordenadas del vector q respecto de la base 𝔅2 son (1,−2)𝔅2, sus coordenadas en la base 𝔅1 son       .


  	Sobre la matriz :


  
    	Las coordenadas del primer vector u1 de la base 𝔅1 respecto de la base 𝔅2 están en la              	de la matriz M.

   
    	Las coordenadas del segundo vector u2 de la base 𝔅1 respecto de la base 𝔅2 están en la        
      	de la matriz M.

       
        	Conclusión. Las        de la matriz M son las        de los vectores de la base 𝔅1 en la base 𝔅2.

  


  	Sobre la matriz  , del cambio de coordenadas de 𝔅2 a 𝔅1. Deduce, de forma análoga, la información que falta en la siguiente frase:

 
"Las columnas de la matriz N son las coordenadas de los vectores  de la base        en la base       "




Enlace a la solución del  Test rápido 1.





 Test rápido 2. Considera tres bases en R2 que denotamos 𝔅1, 𝔅2 y 𝔅3. Se sabe que la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 es   y que la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅3 a la base 𝔅2 es . 

Se pide:



	 Escribe la ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.

	 Escribe la ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅3.

	 Deduce la ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅3.




Enlace a la solución del  Test rápido 2.





  





  2.3 ¿Qué es importante saber leer en la matriz de cambio de coordenadas?

  
  Empezamos destacando lo que se ha de saber leer en la matriz de cambio de coordenadas entre dos bases de un espacio vectorial. Una vez hecho, ilustraremos esas ideas en varios ejemplos.

  
  
  
     Características de la matriz de cambio de coordenadas.
 
  Supongamos que M es la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a otra base 𝔅2 de un espacio vectorial de dimensión n. 
  
 Se debe entender que:




	La ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 es la siguiente:




Es decir, al multiplicar a izquierda las coordenadas   de un vector, respecto a la base 𝔅1, por la matriz M, se obtienen sus coordenadas , respecto a la base 𝔅2.


	La matriz cuadrada M es igual a (B2)−1B1, siendo B1 y B2 las matrices en cuyas columnas están dispuestos ordenadamente los vectores de las correspondientes bases 𝔅1 y 𝔅2. 



	La matriz cuadrada M es regular (inversible) y su tamaño está determinado por la dimensión del espacio vectorial, es decir, el tamaño de M es n×n.


	Las columnas de la matriz M son precisamente las coordenadas de los vectores de la base 𝔅1 respecto de la base 𝔅2.








A continuación, utilizamos los dos ejemplos de la sección previa para ilustrar las características antes mencionadas sobre la matriz de cambio de coordenadas entre dos bases.


Recuerda que en el ejemplo 1, la matriz  da el cambio de coordenadas de la base 𝔅1={u1=(1,1), u2=(2,0)} a la base  𝔅2={v1=(1,0), v2=(2,1)} del espacio vectorial R2. Por tanto,



  	La ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 es
  
     
  

  


  	La matriz M verifica M=B2−1B1, siendo B1 y B2 las matrices cuyas columnas están formadas por los vectores de las correspondientes bases 𝔅1 y  𝔅2. Es decir,
    
        
    

  


  	 La matriz M es cuadrada de orden 2, ya que esa es la dimensión de R2.

  
  	Las columnas de la matriz M son precisamente las coordenadas de los vectores de la base 𝔅1 respecto de la base 𝔅2. Es decir,
    
        
    

  En efecto, los vectores de la base 𝔅1={u1=(1,1), u2=(2,0)} se escriben como combinación lineal de la base 𝔅2 como sigue:

  
    	 u1=(1,1)=−1(1,0)+1(2,1)

    	u2=(2,0)=2(1,0)+0(2,1)

  

  






    
    También habíamos calculado, en el ejemplo 2, que  es la matriz del cambio de coordenadas de la base 𝔅1={(1,3,2), (4,−1,0), (2,0,1)} a la base 𝔅2={(2,1,0), (−1,3,0), (0,4,1)} del espacio vectorial R3. Por tanto, se tiene:



  	La ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2 es
    
      
    
 
  
 
  
  	La matriz M verifica M=B2−1B1, donde, de nuevo, las matrices B1 y B2 son las que tienen, en sus columnas, las respectivas bases 𝔅1 y 𝔅2 de R3.

  
  	 La matriz M es  cuadrada de orden 3, al ser esa la dimensión de R3.


  	En las columnas de la matriz  M 	están dispuestas ordenadamente las coordenadas de los vectores de la base 𝔅1 respecto a la base 𝔅2. Esto es,
   
      
   

  En efecto, se verifica:

    
      	 u1=(1,3,2) = −2/7 (2,1,0) − 11/7 (−1,3,0) + 2 (0,4,1).

      	 u2=(4,−1,0) = 11/7 (2,1,0) − 6/7 (−1,3,0) + 0 (0,4,1).

      	u3=(2,0,1) = 2/7 (2,1,0) − 10/7 (−1,3,0) + 1 (0,4,1).

    

  







 
  Test rápido 3. Decide razonadamente si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:



  	 "Si la matriz  es la del cambio de coordenadas entre dos bases de un espacio vectorial V, entonces la dimensión de V es dos." 

Verdadera □  o Falsa □.


  	"  es la matriz del cambio de coordenadas entre dos bases de R2." 

Verdadera □ o Falsa □.


  	"Si  es la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1={(1,1), (2,0)} a la base 𝔅2={v1,v2}, entonces los vectores de la base 𝔅2 se calculan así: ". 

Verdadera □ o Falsa □.


  	 "Si  es la matriz del cambio de coordenadas de la base 𝔅2={w1,w2} a la base canónica 𝔅1={(1,0),(0,1)}, entonces w1=(1,−1) y w2=(2,1)". 

Verdadera □ o Falsa □.




Enlace a la solución del   Test rápido 3 .




  Test rápido 4. Supongamos que M es la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a otra base 𝔅2 de un espacio vectorial de dimensión n, y que, por tanto, su matriz inversa M−1 da el cambio de coordenadas inverso.  

Completa las siguientes frases sobre esa matriz inversa M−1:



  	 La ecuación del cambio de coordenadas dado por la matriz M−1 es       

  	 La matriz M−1 es igual al producto       , donde B1 y B2 son las matrices en cuyas columnas están los vectores de las correspondientes bases 𝔅1 y 𝔅2. 

  	 El tamaño de la matriz cuadrada M−1 está determinado por la dimensión del       . Por tanto, el orden de la matriz cuadrada M−1  es       .

  	 Las columnas de la matriz M−1 son precisamente las coordenadas de los vectores de la base        respecto de la base       




Enlace a la solución del   Test rápido 4 .








 Errores habituales. En ocasiones se tiende a memorizar cuáles son las columnas de la matriz de cambio de coordenadas, y a olvidar, o no entender, su proceso de construcción.  Ello puede conducir a cometer los siguientes errores:




  	 Dudar si los vectores de las bases hay que disponerlos en las filas o en las columnas de las matrices.

  	 Confundir la matriz de cambio de coordenadas con la matriz del cambio inverso.

  	 Alterar el orden de las matrices que se multiplican en el proceso de obtención de la matriz de cambio de coordenadas. Recuerda que, en general, el producto de matrices no satisface la propiedad conmutativa.







  

  
  
Matriz de cambio de coordenadas en subespacios vectoriales


Con el fin de afianzar las ideas importantes sobre la matriz de cambio de coordenadas en un espacio vectorial (escritas al comienzo de esta sección), así como volver a repasar el proceso de construcción de esa matriz (desarrollado en la sección anterior), nos ocupamos ahora del caso de dos bases distintas de un subespacio vectorial. Las ideas son las mismas y el proceso es el mismo, aunque aparecen algunas diferencias a tener en cuenta. Veámoslo en un ejemplo.



 Ejemplo 3. Cambio de coordenadas en un subespacio de R3.


Consideremos el subespacio vectorial S del espacio R3 formado por todas las combinaciones lineales de los vectores (1,0,2)  y (1,1,−1), es decir,  S= {t(1,0,2)+s(1,1,−1), con t,s∈R}.


Nos proponemos realizar el siguiente trabajo:



  	 Elegir dos bases 𝔅1 y 𝔅2 del subespacio vectorial S.

  	 Calcular la matriz M de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.

  	 Finalmente, utilizar la matriz M, calculada en el apartado anterior, para obtener las coordenadas respecto de la base 𝔅1 del vector p∈S cuyas coordenadas en la base 𝔅2 son (1,−2)𝔅2.




Solución.


a. Primero, elegimos dos bases 𝔅1 y 𝔅2 del subespacio vectorial S.
 

   Observemos, en primer lugar, que los vectores dados en el enunciado 𝔅1={(1,0,2), (1,1,−1)} ya forman una base de S.


  Por otro lado, generamos dos vectores linealmente independientes en el subespacio S={t(1,0,2)+s(1,1,−1), con t,s∈R} dando valores a los coeficientes t y s. Por ejemplo, con t=1  y  s=2 se obtiene (3,2,0)∈S y con t=−1  y  s=3 resulta (2,3,−5)∈S. El conjunto 𝔅2={(3,2,0), (2,3,−5)} es otra base de S.


  Nótese que S es un plano de R3, que pasa por el origen, en el que acabamos de elegir dos bases. Puedes encontrar más detalles de la construcción de esas bases en el siguiente enlace   dos bases del subespacio S.


b. Calculamos ahora la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


     Las dos bases a considerar del subespacio vectorial S son: 𝔅1={(1,0,2), (1,1,−1)} y  𝔅2={(3,2,0), (2,3,−5)}. El proceso para obtener la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1, usado en los ejemplos de la sección precedente, es el siguiente:


  1º) Para averiguar la relación entre las coordenadas [v]𝔅1=(α1,α2)𝔅1 y [v]𝔅2=(β1,β2)𝔅2 del vector v∈S, comenzamos expresando ese vector v como combinación lineal de ambas bases:

 
  
    
  


  Observa que las columnas de las matrices B1 y B2 son precisamente los vectores de las dos bases consideradas 𝔅1 y 𝔅2, respectivamente.


  2º) Igualando ambas expresiones, obtenemos la ecuación que relaciona las coordenadas del vector v respecto de ambas bases:


  
    
  



  3º) Para encontrar la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1, tenemos que escribir las coordenadas [v]𝔅1=(α1,α2)𝔅1 en términos de las coordenadas [v]𝔅2=(β1,β2)𝔅2. En definitiva, hay que resolver el anterior sistema lineal en el que las incógnitas son las coordenadas α1 y α2.


 A diferencia de los ejemplos precedentes, el sistema a resolver en este caso es rectangular, debido a que S es un subespacio de R3 de dimensión dos. En consecuencia, ahora no es posible despejar las incógnitas (α1, α2) haciendo uso de la inversa de una matriz cuadrada. Ahora bien, sí podemos utilizar el método de eliminación de Gauss o, si se prefiere, también se puede aplicar una inversa a izquierda de la matriz rectangular B1. 


  • Por el método de eliminación de Gauss. Reducimos la matriz ampliada del sistema hasta convertir la matriz B1 en una matriz escalonada superior:


  
    
  


  Por tanto, la ecuación equivalente es 

  
  
    
  
 

  que ya se puede resolver por sustitución regresiva, obteniéndose  , es decir, la ecuación de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1 es

  
  
    
  

  
   • O bien, también está la opción de usar una inversa a izquierda de la matriz rectangular B1. Sugerimos al lector que estudie este método únicamente si está interesado en ver cómo se puede generalizar la fórmula de la matriz de cambio de coordenadas en función de las matrices rectangulares B1 y B2, que contienen las bases del subespacio.
 
En efecto, se puede despejar [v]𝔅1 de la igualdad B1[v]𝔅1=B2[v]𝔅2, sin más que multiplicar a izquierda de ambos miembros por una inversa a izquierda de la matriz rectangular B1. Por ejemplo, dos inversas a izquierda de la matriz B1 son las siguientes (puedes consultar cómo se han calculado en el enlace   inversas a izquierda de una matriz).


   — Una inversa a izquierda de B1 es , puesto que verifica  .


   — Otra inversa a izquierda de B1 es , ya que también verifica  .


  Usamos ambas matrices inversas a izquierda de 
la matriz B1 para despejar [v]𝔅1 de la ecuación B1[v]𝔅1=B2[v]𝔅2. Veámoslo: 


  
    
  
 
  
  
    
  
 

  Como debía ser, resulta la misma ecuación de cambio de coordenadas:

  
  
    
  

    donde la matriz M también es igual al producto de una inversa, a izquierda, de la matriz rectangular B1 por la también matriz rectangular B2.

 c. Finalmente, utilizamos la matriz de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1 para calcular las coordenadas del vector [p]𝔅2=(1,−2)𝔅2 del plano S respecto de la base 𝔅1.


    Si las coordenadas del vector p del subespacio S en la base 𝔅2 son (1,−2)𝔅2, entonces sus coordenadas en la base 𝔅1 son:

   
  
    
  


Comprobemos el resultado obtenido, verificando que sale el mismo vector con ambas bases:

  
  
    
  

   




  
 Test rápido 5. Considera, de nuevo, la matriz  del cambio de coordenadas de la base 𝔅2={(3,2,0), (2,3,−5)} a la base 𝔅1={(1,0,2), (1,1,−1)} del subespacio vectorial S de R3 del ejemplo 3. Completa los huecos de las siguientes frases:



	 Si las coordenadas del vector p∈S en la base 𝔅2 son (−2,3)𝔅2, entonces sus coordenadas respecto de la base 𝔅1 son 
      . 
Compruébalo.

	 Sabiendo que las coordenadas del vector q∈S en la base 𝔅1 son (4,−1)𝔅1, entonces sus coordenadas respecto de la base 𝔅2 son 
      . 
Compruébalo.




 Test rápido 6. A continuación hay escritas dos afirmaciones. Decide si cada una de ellas es verdadera o falsa, y no olvides razonar tu decisión.


	 "La matriz del cambio de coordenadas entre dos bases de un plano de R3 es una matriz de tamaño 2×3". 

Verdadera □ o Falsa □.

	 "Las matrices de cambio de coordenadas entre dos bases de un subespacio S de Rn de dimensión m≤n son matrices cuadradas de tamaño m×m". 

Verdadera □ o Falsa □.




Enlace a la solución de los  Test rápidos 5 y 6 





  




  2.4 ¿Cómo es el cambio de coordenadas al aplicar giros y simetrías a una base?


  En esta sección vamos a averiguar cuáles son las matrices del cambio de coordenadas entre dos bases del plano, siendo una de ellas el resultado de aplicar una rotación o una simetría a la otra. Estas transformaciones son las isometrías del plano, así llamadas porque conservan los ángulos y las longitudes.

  
  Durante este estudio se necesitarán las matrices ortogonales en el plano y, en particular, la matriz  de giro de ángulo θ y la matriz  de simetría respecto al eje y=mx. Tienes a tu disposición una sucinta revisión de esos conceptos en los enlaces siguientes:

  
   
	 Matrices ortogonales de orden dos 
 
	 Matrices de giro en el plano 
  
	 Matrices de simetría en el plano 



    
  



  Giro o rotación de la base canónica de R2



  Dedicamos, este apartado, a estudiar las matrices de cambios de coordenadas entre bases que son el resultado de girar una respecto a la otra. Fundamentalmente, nos ocuparemos de averiguar cuales son las matrices de cambio de coordenadas entre la base canónica (también llamada estándar, natural o usual) del plano y la que resulta de aplicarle un giro de cualquier ángulo. Dejaremos el caso general como un complemento, al que nos referiremos en la cuestión 2 al final de este apartado. 

  
  Comenzamos con un ejemplo.


   Ejemplo 4. Giro de ángulo π/4 de la base canónica de R2.


  Los ejes X e Y del plano se rotan un ángulo π/4 en sentido positivo, es decir, en sentido contrario a las agujas del reloj. De esta forma los vectores e1=(1,0)  y  e2=(0,1), de la base canónica de R2, se transforman en los vectores v1  y  v2, que están dibujados en color azul en la siguiente figura. 

  
  
    
     

  
  Observa que estos dos vectores representan los números complejos 1π/4 y 13π/4, respectivamente, y que, por tanto, sus componentes son  .

  
 
Observa también que tanto la base canónica 𝔅ℭ={e1=(1,0),e2=(0,1)} como la nueva base 𝔅={v1,v2} son ortonormales, es decir, los dos vectores que las componen son ortogonales y, además, de módulo uno.



  El objetivo de este ejemplo es obtener la matriz N de cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ={e1, e2} a la base 𝔅={v1,v2}.


  Solución.


  De forma similar a los ejemplos de secciones anteriores, la relación que satisfacen las coordenadas v=(α1,α2)  y [v]𝔅=(β1,β2)𝔅 de un vector cualquiera v del plano, respecto a las bases 𝔅ℭ y 𝔅 es:


  

    

  


  Es decir, ya se tiene directamente la ecuación de cambio de coordenadas de la base 𝔅 a la base 𝔅ℭ, y además la matriz B de este cambio es precisamente la que tiene en sus columnas los vectores de la base 𝔅. 


  Observa que la matriz B es ortogonal y que, por tanto, su inversa es su traspuesta. Despejando las coordenadas respecto a la base 𝔅 de la igualdad anterior, se obtiene la ecuación del cambio inverso:


  
    
  


Por tanto, la matriz del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅 es , que es claramente la traspuesta de la matriz B. 

 


 
   Observaciones al ejemplo 4. En el ejemplo 4, acabamos de averiguar que la matriz  da el cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅 (resultante de girar π/4 la canónica). Observa que:



	Las columnas de la matriz N son las coordenadas de los vectores de la base canónica, e1=(1,0)  y  e2=(0,1), en la base 𝔅.


	La matriz  es ortogonal, puesto que sus columnas son ortonormales. Y, en consecuencia, N−1=NT. Además, det(N)=1.


	N es la matriz de giro o de rotación de ángulo −π/4. En efecto, 
  
    
  

  






  
    


   Test rápido 7. Considera la base 𝔅={v1,v2} que se obtiene al girar la base canónica del plano un ángulo θ=π/3 en sentido positivo. 
  
 Se pide:


  

    	Encuentra la matriz M del cambio de coordenadas de la base canónica {e1,e2} a la nueva base 𝔅={v1,v2}.


    	Da las coordenadas del vector p=(1,−3) en el nuevo sistema de referencia dado por la base 𝔅.


    	Da las coordenadas del vector q=(2,4) en el nuevo sistema de referencia dado por la base 𝔅.


  


  Enlace a la solución del  Test rápido 7 .  


  



   Caso general. Giro de ángulo θ de la base canónica de R2.


  Nos ocupamos ahora de obtener la expresión general de la matriz de cambio de coordenadas M cuando se rota el sistema de referencia usual de R2 un ángulo θ. Consideremos, por tanto, que los ejes del plano se rotan un ángulo θ, siendo 0<θ<2π. 


  
    
  


  La imagen geométrica es análoga a los ejemplos anteriores, salvo que el ángulo θ de giro de los ejes se deja sin determinar. Observa que los vectores v1 y v2 representan los números complejos 1θ y 1θ+π/2, respectivamente.

Nos proponemos:


  

    	Calcular los vectores de la base 𝔅={v1, v2}, resultado de girar la base canónica 𝔅ℭ={e1, e2} un ángulo θ.


    	Determinar la matriz M  del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅.


    	Comprobar que esa matriz M es ortogonal y calcular su determinante.


  


  Solución.


  a. Calculamos los vectores de la base 𝔅={v1, v2}, resultado de girar la base canónica  𝔅ℭ={e1=(1,0), e2=(0,1)} un ángulo θ.


  Al girar ahora un ángulo θ, el vector e1=(1,0) se transforma en el vector v1=1θ=(cosθ,sinθ)
 y el vector e2=(0,1) se convierte en 
v2=1θ+π/2=(cos(θ+π/2),sin(θ+π/2))=(−sinθ,cosθ).
  
 Con ambos vectores v1 y v2 generamos la matriz B, colocándolos ordenadamente en las columnas, esto es, .


  b. Determinamos la matriz M del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅. 


  Las coordenadas v=(α1,α2) y [v]𝔅=(β1,β2)𝔅 de un vector cualquiera v∈R2 en las bases 𝔅ℭ={e1, e2}  y  𝔅={v1, v2}, respectivamente, satisfacen la siguiente relación:


  
    
  


  En consecuencia, la ecuación anterior es la del cambio de coordenadas de la base 𝔅 a la base 𝔅ℭ. Además, la matriz N, que da ese cambio de coordenadas, es precisamente la matriz de giro de un ángulo θ, esto es,  N=B=Gθ, y es una matriz ortogonal.

  
  Y también deducimos la ecuación del cambio de coordenadas inverso al anterior, que es la que se pide en el enunciado: 


  
    
  


En definitiva, la ecuación del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base girada 𝔅 es: 


  
    
  


 donde la matriz M de este cambio de coordenadas es la matriz de giro de un ángulo −θ: M=G−θ.  



  c. Comprobamos que la matriz M es ortogonal y calculamos su determinante.


  

    	Tanto la matriz  como su inversa  son matrices ortogonales, ya que sus columnas son vectores ortogonales entre sí y, además, de módulo uno. 


    	El valor de los determinantes de ambas es 1, como se comprueba a continuación:
	
    
	

	


  


   Recalcamos también que la matriz M de cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base girada 𝔅 es la matriz de giro de ángulo −θ  y que la del cambio inverso N=M−1 es la matriz de giro de ángulo θ.

   


En el siguiente recuadro queda resumido el caso general que acabamos de analizar.

  


  
   Matriz de cambio de coordenadas en el plano. Bases rotadas.

La ecuación del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅, resultante de girar la primera un ángulo θ, es la siguiente:

  
    
  

  La matriz M de este cambio de coordenadas es la matriz de giro de ángulo −θ, es decir, M=G−θ.




  


   Cuestión 2. Habrás observado que hasta ahora sólo se ha girado el sistema de referencia habitual, es decir, la base canónica, 𝔅ℭ diferentes ángulos θ para obtener nuevas bases 𝔅, y que hemos determinado que la matriz del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base girada 𝔅 es precisamente la matriz de giro G−θ.
 
La cuestión es: ¿cuál es la matriz M del cambio de coordenadas de una base cualquiera 𝔅1 a la base 𝔅2, resultado de girar la primera un ángulo θ?

  
  Enlace a la respuesta de la  Cuestión 2 

  
  


  

   Giro o rotación de la base canónica en R3.


  Las rotaciones más sencillas en el espacio se producen cuando el eje de giro es uno de los ejes de la base canónica. De hecho, las ideas anteriores de giros en el plano se extienden con facilidad a ese caso del espacio R3. 

Si tienes interés en este asunto, consulta la información contenida en el siguiente enlace sobre  Giros en el espacio . 


  
 

  

   Simetrías de la base canónica en R2

  
  Del mismo modo que una base de R2  puede ser el resultado de girar otra, también es posible construir una base a partir de otra aplicándole una simetría respecto a un eje cualquiera. Nos ocupamos ahora de este problema, empezando con un ejemplo y proponiendo algunos ejercicios; en todos ellos se tratará el problema de obtener la matriz de cambio de coordenadas entre el sistema de referencia usual del plano y uno de sus simétricos. El caso general de cualesquiera bases simétricas entre sí se propondrá en la cuestón 3, al final de esta sección. 

    
 

   Ejemplo 5. Una simetría de la base canónica de R2.

  
  
A la base canónica 𝔅ℭ={e1=(1,0),e2=(0,1)} del plano se le aplica una simetría de eje la recta y=2x. De esta forma los vectores de la base 𝔅ℭ se transforman en v1=(−3/5,4/5) y v2=(4/5,3/5), respectivamente. Ambos vectores se han calculado tal como se indica en el enlace  matrices de simetría en el plano, al que ya nos hemos referido al comienzo de esta sección.


  
    
  


  Observemos que tanto la base canónica 𝔅ℭ={e1,e2} como la nueva base 𝔅={v1=(−3/5,4/5),v2=(4/5,3/5)} son ortonormales, es decir, los dos vectores que las componen son ortogonales y, además, de módulo uno.


  Queremos calcular la matriz M del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ={e1, e2} a la base simétrica 𝔅={v1, v2}.


  Solución.


  De forma similar a los ejemplos anteriores, la relación que satisfacen las coordenadas w=(α1,α2)  y [w]𝔅=(β1,β2)𝔅 de un vector cualquiera w del plano en las bases 𝔅ℭ y 𝔅, respectivamente, es:


  
    
  


  En definitiva, esa relación ya es la ecuación de cambio de coordenadas de la base 𝔅 a la base canónica 𝔅ℭ. Nótese que la matriz de ese cambio de coordenadas es precisamente B, la matriz cuyas columnas son los vectores de la base 𝔅, que, además, es una matriz ortogonal. 

En consecuencia, se obtiene la ecuación del cambio inverso, como sigue:


  
    
  

  
  Es decir, hemos obtenido la ecuación del cambio de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅:

  
  
    
  

  
     Nótese que la matriz del cambio de coordenadas de la base 𝔅ℭ a la base 𝔅 y la del cambio inverso coinciden, es decir, M=B. 


   Si, por ejemplo, aplicamos la ecuación del cambio de coordenadas de la base 𝔅ℭ a la base 𝔅 al vector w=2e1+e2, obtenemos:


  
    
  


  Observa en la siguiente figura las representaciones gráficas de las coordenadas de ese vector w=(2,1) o [w]𝔅=(−2/5,11/5)𝔅 en ambos sistemas de referencia, a la izquierda respecto a la base canónica 𝔅ℭ y a la derecha respecto a su base simétrica 𝔅:


  
    
  


  Observaciones al ejemplo 5.


  1. Sobre las columnas de las matrices de cambio de coordenadas.


  La matriz del cambio de coordenadas de la base 𝔅 a la base canónica 𝔅ℭ y la del inverso coinciden, . Por tanto, las columnas de esta matriz son obviamente las coordenadas de los vectores
  v1=(−3/5,4/5)  y  v2=(4/5,3/5) en la base canónica, y también son las coordenadas de los vectores e1=(1,0)  y  e2=(0,1) en la base 
  𝔅={v1, v2}.


  2. Sobre las características de la matriz de cambio de coordenadas. 

  La matriz del cambio de coordenadas  cumple que es simétrica MT=M y ortogonal M −1=MT; por tanto, M −1=MT=M. Además, det(M)=−1.

  
  3. La matriz M de cambio de coordenadas entre ambas bases es la matriz de simetría respecto al eje y=2x. En efecto, 

  
    
  



  


   Test rápido 8.
Considera el sistema de referencia que se obtiene al aplicar la simetría de eje la bisectriz del segundo-cuarto cuadrante al sistema de referencia usual de R2. Se pide:


  
    
  


  

    	 Determina las componentes de los vectores de la nueva base  𝔅={v1, v2}.


    	 Encuentra la matriz M del cambio de coordenadas del sistema de referencia usual 𝔅ℭ={e1, e2} al nuevo sistema de referencia  𝔅={v1, v2}.


    	 Da las coordenadas del vector p=(1,−3) en el nuevo sistema de referencia 𝔅.


    	 Da las coordenadas de un vector genérico q=(a,b) en el nuevo sistema de referencia 𝔅.


  


  Enlace a la solución del  Test rápido 8 .

  
  
 
  
   Caso general. Simetría de eje y=mx en R2.

  

 
    
  

  
Ahora nos ocupamos de obtener la expresión general de la matriz de cambio de coordenadas M cuando se aplica la simetría de eje y=mx al sistema de referencia usual de  R2.



La imagen geométrica es análoga a los ejemplos anteriores, salvo que el eje de simetría se deja sin determinar.


Los vectores de la nueva base 𝔅={v1, v2} son
 


cuyo cálculo se ha realizado tal como se indica en el enlace  matrices de simetría en el plano, ya incluido al inicio de esta sección.


Y nos proponemos:



	 Determinar la matriz M del cambio de coordenadas de la nueva base 𝔅 a la base canónica 𝔅ℭ y la del cambio inverso.

	Comprobar que esa matriz M es simétrica y ortogonal, y calcular su determinante.




Solución. 


	Análogamente al ejemplo anterior, la relación que satisfacen las coordenadas w=(α1,α2)  y [w]𝔅=(β1,β2)𝔅, de un vector cualquiera w del plano, respecto a las bases 𝔅ℭ y 𝔅 es:

  
    
  


  Es decir, esa relación ya es la ecuación de cambio de coordenadas de la base 𝔅 a la base canónica 𝔅ℭ, y la matriz B, cuyas columnas están formadas por los vectores de la base 𝔅, es la matriz de ese cambio de coordenadas. Puedes comprobar que la matriz B es ortogonal.


  A partir de la igualdad anterior, se obtiene la ecuación del cambio inverso sin más que multiplicar a la izquierda de ambos miembros por la inversa de la matriz ortogonal B. En efecto,


  
    
  

 
En definitiva, la ecuación del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a su base simétrica 𝔅 es:


  
    
  

  

  
  	  La matriz de cambio de coordenadas  es simétrica, puesto que claramente coincide con su traspuesta. También es ortogonal, dado que sus columnas son vectores ortogonales y de módulo uno, como fácilmente puedes comprobar. Por otro lado, su determinante es −1 y está calculado a continuación:
  
    
  

   

   




  Resumimos en el siguiente recuadro el resultado que acabamos de obtener.

 


  
   Matriz de cambio de coordenadas en el plano. Bases simétricas.


La ecuación del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a la base 𝔅, simétrica de la primera respecto al eje de ecuación y=mx es:


  
    
  

  
  
  La matriz M, que da el cambio de coordenadas, es simétrica y ortogonal. 

  
   Además, la matriz M es precisamente la matriz de simetría del plano, cuyo eje de simetría es la recta y=mx, es decir, M=Sm.

  








   Cuestión 3. Al igual que en el caso de los giros, en los anteriores ejemplos de simetrías siempre se ha partido del sistema de referencia habitual, es decir, de la base canónica 𝔅ℭ  a la que se le han aplicado simetrías de diferentes ejes para obtener nuevas bases 𝔅. Y, también, hemos determinado las matrices del cambio de coordenadas de la base canónica 𝔅ℭ a sus diferentes bases simétricas 𝔅.
 
La cuestión es: ¿cuál es la matriz del cambio de coordenadas de una base cualquiera 𝔅1 a la base 𝔅2, resultado de aplicar a la primera una simetría de eje y=mx?

  
  Enlace a la respuesta de la  Cuestión 3 



    
    2.5 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?

    
      Ejercicios propuestos.

    
    Comprueba tu conocimiento de los cambios de coordenadas realizando los siguientes ejercicios. Ponemos a tu disposición su resolución completa en el enlace que aparece al final de esta sección. 


Ejercicio 1. Considera las siguientes bases de R3: 𝔅1={(1,2,3),(−2,4,0),(0,1,1)} y 𝔅2={(1,0,1),(2,1,0),(3,2,1)}.Se pide:



a) Determina la matriz M del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.


b) Determina la matriz N del cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


c) Sea v un vector de R3 cuyas coordenadas respecto de la base 𝔅1 son (6,4,8)𝔅1. Determina sus coordenadas en la otra base 𝔅2.


d) Sea w un vector de R3 cuyas coordenadas respecto de la base 𝔅2 son (2,−2,1)𝔅2. Determina sus coordenadas en la base 𝔅1.




Ejercicio 2. Considera las siguientes bases de R4:

𝔅1={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1)}  y  𝔅2={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}.

Se pide:



a) Determina la matriz M del cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.


b) Determina la matriz N del cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


c) Sea v un vector de R4 cuyas coordenadas respecto de la base 𝔅1 son (1,3,2,−1)𝔅1. Determina sus coordenadas respecto de la otra base 𝔅2.


d) Sea w un vector de R4 cuyas coordenadas respecto de la base 𝔅2 son (1,1,1,1)𝔅2. Determina sus coordenadas en la base 𝔅1.




Ejercicio 3. Sean 𝔅1={u1, u2, u3} y 𝔅2={v1, v2, v3} dos bases de R3. Se sabe que las coordenadas [v]𝔅1=(α1,α2,α3)𝔅1  y [v]𝔅2=(β1,β2,β3)𝔅2 del vector v∈R3 cumplen las siguientes relaciones:



Se pide:



a) Determina la matriz M de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


b) Si 𝔅1={(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)}, calcula los vectores de la base 𝔅2.







Ejercicio 4. Considera el subespacio vectorial W de R4 del que  𝔅1={(−1,1,0,0),(0,0,−1,1)}  y  𝔅2={(2,−2,−1,1),(−1,1,3,−3)}  son dos bases suyas. 
Se pide:


a) Determina la matriz M del cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


b) Sabiendo que las coordenadas del vector p∈W en la base 𝔅2 son (−2,3)𝔅2, calcula sus coordenadas respecto de la base 𝔅1.





Ejercicio 5. Considera los siguientes conjuntos de vectores de R4:
𝔅1={(1,1,1,1),(1,2,0,3)} y 𝔅2={(1,0,2,−1),(2,1,3,0)}.
Sabiendo que tanto 𝔅1 como 𝔅2 generan el mismo subespacio vectorial S de  R4. 
Se pide:



a) Determina la matriz M de cambio de coordenadas de la base 𝔅1 a la base 𝔅2.


b) Determina la matriz N de cambio de coordenadas de la base 𝔅2 a la base 𝔅1.


c) Determina las coordenadas del vector p∈S respecto de la base 𝔅2, sabiendo que sus coordenadas en la base 𝔅1 son (−1,2)𝔅1.


d) Determina las coordenadas del vector q∈S en la base 𝔅1, sabiendo que sus coordenadas en la base 𝔅2 son (1,1)𝔅2.




Ejercicio 6. Considera el sistema de referencia que se obtiene al girar el sistema de referencia usual 𝔅ℭ={e1,e2} del plano un ángulo θ=3π/4 en sentido positivo.

  
    
  

 

a) Encuentra la matriz M de cambio de coordenadas del sistema de referencia usual 𝔅ℭ={e1,e2} al nuevo sistema de referencia 𝔅={v1,v2}.


b) Obtén las coordenadas del vector p=(1,−3) en el sistema de referencia dado por la base 𝔅.


c) Obtén las coordenadas del vector q=(2,4) en el sistema de referencia asociado a la base 𝔅.




Ejercicio 7. Se sabe que la matriz de cambio de coordenadas del sistema de referencia canónico 𝔅ℭ={e1,e2} del plano a otro simétrico 𝔅={v1,v2} es  .

  
    
  

 

a) Encuentra la matriz N del cambio de coordenadas del sistema de referencia 𝔅={v1,v2} al sistema canónico 𝔅ℭ={e1,e2}.


b) Calcula los vectores de la base 𝔅={v1,v2}.


c) Calcula los vectores cuyas coordenadas son las mismas en ambos sistemas de referencia.


d) ¿Cuál es la ecuación del eje de simetría?







    Ejercicio 8.
Considera las siguientes bases de R2, por un lado, la base canónica 𝔅ℭ={e1=(1,0),e2=(0,1)} y, además, las bases 𝔅1={u1=(−1,2),u2=(−1,0)} y 𝔅2={v1=(1,1),v2=(−1,1)}.

 Se pide: 



a) Determina las matrices de cambio de coordenadas entre ellas.


b) Considera la recta cuyos puntos (x1, x2) verifican la ecuación 2x1+x2=4 en la base canónica 𝔅ℭ, ¿cuál es la ecuación de esta recta en cada una de las otras dos bases  𝔅1 y 𝔅2?






   Ejercicio 9.
Considera la base canónica  𝔅ℭ={e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1)} de R3. Determina la nueva base 𝔅={v1,v2,v3} que resulta al girar la base canónica 𝔅ℭ un ángulo θ=π/6 en sentido positivo con respecto al eje X.



a) ¿Cuáles son las matrices de cambio de coordenadas entre ambas bases?


b) El plano de ecuación x+y+z=1 en el sistema de referencia usual, qué ecuación tiene en la base 𝔅?


c) Y el plano de ecuación r+s+t=1 en la base 𝔅, ¿qué ecuación tiene en el sistema de referencia usual?





    Enlace a la resolución de los  ejercicios propuestos . 


    


    
    

    


     Más ejercicios propuestos.


    A continuación te proponemos unos cuantos ejercicios más de los que tan sólo indicamos parte de su solución en el enlace que hay al final.

    
    
Ejercicio 10.
Considera las siguientes bases de R4: 

𝔅1={u1=(1,0,0,0),u2=(1,−1,0,0),u3=(0,−1,1,0), u4=(−1,0,1,−1)}

 𝔅2={v1=(2,1,0,0),v2=(0,−1,4,0),v3=(0,−1,0,1), v4=(1,0,1,0)}

 Se pide:



a) Calcula las matrices de cambio de coordenadas entre ambas bases.


b) Averigua si existen vectores con las mismas coordenadas en las dos bases.


    

    
    Ejercicio 11.
En el plano de R3 de ecuación x−y+z=0, considera las dos bases siguientes: 𝔅1={u1=(−1,2,3),u2=(0,1,1)} y  𝔅2={v1=(2,−1,−3),v2=(1,−1,−2)}. Se pide:


a) Calcula las matrices de cambio de coordenadas entre ambas bases.


b) Calcula las coordenadas del vector de componentes (1,1,0) en cada una de las bases dadas.



    

    
    Ejercicio 12.
Considera el conjunto de puntos 	
𝛦  cuyas coordenadas (s1, s2)𝔅1, respecto a la base 𝔅1={u1=(1,1),u2=(−1,1)} de R2, verifican la ecuación s12+4s22=4. Responde a las siguientes preguntas:



a) ¿Cuál es la ecuación de ese conjunto 𝛦 de puntos en la base estándar de R2?


b) ¿Cuál es la ecuación del conjunto 𝛦 en la base 𝔅2={v1=(3,1),v2=(1,1)}?




    

    
    Ejercicio 13.
Considera la base 𝔅1={u1=(1,0),u2=(−1,2)} del plano a la que se le aplica un giro de ángulo π/4 y después una simetría de eje X. Calcula la base resultante 𝔅2={v1,v2}, determina las matrices de cambio de coordenadas entre ambas bases y averigua las coordenadas del vector (3,1)𝔅1 en la base 𝔅2.


    

    
    Ejercicio 14.
Considera la base estándar 𝔅ℭ={e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1)} de R3. Determina la nueva base 𝔅={v1,v2,v3} que resulta al girar la base estándar 𝔅ℭ un ángulo θ=π/3 en sentido positivo con respecto al eje Y.



a) ¿Cuáles son las matrices de cambio de coordenadas entre ambas bases?


b) El plano de ecuación x+2y+z=1 en el sistema de referencia usual, qué ecuación tiene en la base 𝔅?




    


     En el enlace  Más ejercicios propuestos  se encuentran las soluciones de los últimos ejercicios propuestos.



  

 

  






Capítulo 3

La proyección ortogonal


3.1. ¿Qué es la proyección ortogonal?


3.2 ¿Cómo se calcula la proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio de Rn?


3.3 ¿Qué son y cómo se calculan las proyecciones en los espacios de funciones periódicas de periodo 2π?


3.4 ¿Qué son y cómo se calculan las proyecciones en los espacios de funciones periódicas de período T?


3.5 ¿Qué utilidad tiene la proyección ortogonal?


3.6 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?







    


  3.1. ¿Qué es la proyección ortogonal?


  La idea inicial de proyección ortogonal es  esencialmente geométrica y, desde luego, ese va a ser el punto de partida de este capítulo. Después abandonaremos la visión puramente geométrica para construir proyecciones ortogonales en el espacio de las funciones periódicas, llegando así a las aproximaciones de Fourier de las ondas. 


   Comenzamos recordando un problema básico de Geometría, que, en su forma más simple, dice: "dada una recta r y un punto P exterior a ella, ¿cuál es el punto de la recta r más próximo a P?"  


Gráficamente resulta claro que la respuesta es el punto Q de la recta r situado en la perpendicular desde P. Puede verse la mínima distancia destacada en rojo en la figura de al lado. 

  

  Si variamos ligeramente la pregunta cambiando tan sólo la recta r por un plano Π, la cuestión sería: "¿cuál es el punto del plano Π más próximo al punto P?" A la vista de la figura que hay a continuación, parece que la respuesta sigue siendo la misma, es decir, es el punto Q del plano Π situado en la perpendicular desde P.


  
     
  


  En definitiva, se aprecia que la mínima distancia de los puntos de una recta o de un plano a un punto exterior P se alcanza en la intersección Q de la perpendicular desde  el punto P con esa recta o con ese plano dado. 


  Estos dos casos particulares justifican la necesidad de indicar el significado de proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio vectorial cualquiera, que se da en la siguiente definición. Pero antes un aviso.

  
   Aviso. Para seguir las explicaciones de este capítulo se necesitan los conceptos de producto escalar, de norma o módulo, de distancia y de ortogonalidad.
En el siguiente enlace puedes consultar información básica de esos conceptos  Información básica 

  
  

  

  
  

     Definición de proyección ortogonal.
 

         Sea V un espacio vectorial euclídeo (es decir, con producto escalar) y S un subespacio vectorial de V.  

    
      Dado un vector v∈V, no nulo, se llama proyección ortogonal de v sobre el subespacio S, al vector p=proyS(v) de S que cumple:


    v−p⊥S,


    es decir, v−p es ortogonal a todos los vectores del subespacio  S.



  


El modo de calcular el vector proyección se explica en la siguiente sección 3.2, donde, de paso, también se probará que tal vector es único. 


  En las ideas geométricas iniciales hemos apreciado que la proyección ortogonal de un vector v sobre un subespacio S es importante, porque resuelve el problema de averiguar la mínima distancia del vector v a los vectores de S. Esta propiedad queda escrita a continuación.


  


  
  Propiedad de la mínima distancia.
 
 Dado un vector v y un subespacio S, el vector de S más próximo a v es precisamente su proyección ortogonal proyS(v).


Es decir, la distancia del vector v al subespacio S viene dada por:


 d(v,S)=||v−proyS(v)||


donde ||.|| significa el módulo o norma de un vector. 





Si te interesa, puedes consultar la demostración de esta propiedad en el siguiente enlace  Propiedad de la mínima distancia 


  




   Objetivos generales. En este capítulo se estudia la proyección ortogonal de un vector sobre los subespacios de dos tipos de espacios vectoriales: el espacio Rn y el espacio de las funciones periódicas continuas a trozos. Los contenidos y actividades propuestas pretenden guiar al lector para aprender a:


	Calcular el vector proyección ortogonal en el caso de los espacios vectoriales R2, R3 y, en general, Rn.

	Obtener la distancia de un vector a un subespacio de Rn mediante el uso de proyecciones ortogonales.

	Generalizar las ideas y métodos utilizados en Rn a los espacios de funciones periódicas continuas a trozos para llegar a construir las aproximaciones de Fourier de una onda.

	Aplicar las proyecciones ortogonales a la construcción de bases ortogonales de un espacio por el método de Gram-Schmidt, a la obtención de la factorización QR de una matriz de rango máximo y al cálculo de la solución de mínimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales incompatible.






  






  3.2 ¿Cómo se calcula la proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio de Rn?


  Como ya hemos dicho en la sección anterior, la respuesta al problema geométrico de determinar la mínima distancia de un punto a una recta o a un plano está en la proyección ortogonal del punto sobre la recta o el plano dados. 

  
   En esta sección nos ocupamos del cálculo efectivo de las proyecciones ortogonales de un vector sobre subespacios de dimensión finita. Comenzamos abordando el caso de proyectar sobre un subespacio de dimensión uno, después sobre un subespacio de dimensión dos y finalmente sobre un subespacio de dimensión k.


  


 

  A. La proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio de dimensión uno de Rn.


  Dada una recta r que pasa por el origen (subespacio de dimensión uno) y que es generada por el vector v, no nulo, y dado un vector w exterior a ella, vamos a deducir cómo calcular el vector p, proyección de w sobre la recta r. 
Para ello recordemos que, por definición, el vector proyección p=proyr(w) ha de verificar dos propiedades, que ilustramos en la imagen que aparece al lado:




 

    	El vector proyección p se encuentra en la recta r, que está generada por el vector v. Por tanto, p=λv, siendo λ un número real a determinar.


    	Además, el vector w−p es ortogonal a la recta r y, en particular, lo es al vector v generador de la recta. En consecuencia, (w−p)⋅v=0.


  


  Sustituyendo p=λv en la última igualdad, se tiene:


   (w−p)⋅v=0 ⇔ (w−λv)⋅v=0 ⇔ (w⋅v)−λ(v⋅v)=0

  
  Y despejando λ de la última igualdad se tiene:   . En consecuencia, .

      


  

     Proyección sobre subespacios de dimensión uno de Rn


   La proyección p de un vector w sobre el subespacio S de dimensión uno (o recta que pasa por el origen), generado por el vector v, es
 
   


  

    



    Ejemplo 1. Calculamos, a continuación, el vector p, que sea la proyección ortogonal del vector w=(2,5) sobre la recta r de dirección v=(2,1) que pasa por el origen. También calculamos la distancia de w a la recta  r.

Solución.


  

    	La proyección ortogonal es: 

    cuyas componentes son p=(18/5,9/5).



 	
      La distancia de w a la recta r es el módulo del vector w−p. Como p y w−p son ortogonales, aplicamos el teorema de Pitágoras: ||w||2=||p||2+||w−p||2, y deducimos que:

       ||w−p||2= ||w||2 − ||p||2=29−(81/25)×5=64/5

      Por tanto, ||w−p||=8/√5≈3.58  
 
 


  

  
    Cuestión 1. En el ejemplo 1, se ha calculado primero el vector proyección ortogonal p del vector w=(2,5) sobre la recta r de dirección v=(2,1) que pasa por el origen, y después se ha obtenido el vector w−p. Y a partir de él se ha obtenido la distancia de w a la recta r.
    
 La pregunta es: 
    ¿cómo se podría calcular también la distancia de w a la recta r sin obtener previamente el vector p? 
 
 Pista: puedes utilizar el vector n=(−1,2), perpendicular a la recta r. 

   Comprueba si tu respuesta coincide con la indicada en el siguiente enlace  cuestión 1 


  




  B. La proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio de dimensión dos de Rn




  Mostramos ahora cómo calcular la proyección ortogonal p de un vector w sobre un subespacio vectorial S de dimensión 2, es decir, sobre un plano que pasa por el origen. 


 
  Comenzamos eligiendo una base 𝔅={v1,v2} de S, y escribimos los dos hechos establecidos en la definición de proyección. En la figura incluida al lado se ha representado el caso particular de una proyección sobre un plano de R3.




  

    	El vector proyección p está en el plano S y, por tanto, es combinación lineal de los vectores de su base 𝔅, esto es, p=λ1v1+λ2v2, siendo λ1 y λ2 dos números reales a determinar. 


    	El vector w−p es ortogonal al plano S y, en particular, lo es a los dos vectores de su base 𝔅. 
      
Por tanto, , o bien,  .


  


 


  Sustituyendo la expresión p=λ1v1+λ2v2 en las dos ecuaciones anteriores  , obtenemos:


  

    

  


  Tras aplicar propiedades del producto escalar, se llega al siguiente sistema lineal, que se llama sistema normal:


  

    

  


  o bien, escrito en forma matricial:


  
     


  Basta resolver el sistema anterior, esto es, calcular el valor de λ1 y de λ2, para tener determinado el vector proyección p=proyS(w)=λ1v1+λ2v2.

  
  La información de este caso aparece resumida a continuación.

  
   

  
    

     Proyección sobre planos (subespacios de dimensión dos).


     La proyección p de un vector w sobre un subespacio S de dimensión dos (un plano), generado por los vectores de su base 𝔅={v1, v2} es el vector: 
 
    p=λ1v1+λ2v2, 

    donde λ1 y λ2 son las soluciones del sistema normal: 

          .


 


     En particular, si la base 𝔅={v1,v2} del plano S es ortogonal, es decir, si v1⊥v2, el sistema normal resulta ser diagonal: 


  
   
  


  Su solución es:


  
    

  
Y, en consecuencia, el vector proyección p=proyS(w) es:

   
   

 

  

  
   



   Forma alternativa de expresar el sistema normal.

  
   Acabamos de ver que el método de cálculo del vector p=proyS(w)=λ1v1+λ2v2 lleva al sistema normal asociado a la base 𝔅={v1, v2} elegida en el plano S:
  
  
   

   
   Si llamamos A a la matriz en cuyas columnas están dispuestos ordenadamente los vectores de la base 𝔅={v1, v2} del subespacio S, entonces la matriz de coeficientes M y el vector columna N del sistema normal admiten las siguientes escrituras: 

   
   
      
    

   
    En consecuencia, el sistema normal se puede reescribir de la siguiente manera:
 
    
      
    

    donde A es la matriz en cuyas columnas están las componentes de los vectores de la base 𝔅={v1, v2} del plano S, X es el vector columna con las coordenadas del vector proyección p en esa base 𝔅 y W es también un vector columna con las componentes del vector w que se proyecta sobre el plano S. 

    

 

  
  
  

  
   A continuación, hay dos ejemplos de cálculo de proyecciones ortogonales sobre planos de R3. En el primero, el ejemplo 2, se da de partida una base ortogonal del plano, mientras que en el siguiente la base dada no es ortogonal. 


   Ejemplo 2.  Consideramos el plano S de R3 generado por los vectores {v1=(2,2,−1), v2=(−1,2,2)}. Vamos a calcular:



  
    	La proyección p del vector w=(0,0,3) sobre el plano S.

    	El módulo del vector proyección p.

    	La distancia del vector w=(0,0,3) al plano S.

  


Solución.

  En la siguiente imagen está representado el plano S y los dos vectores que lo generan en color azul, el vector exterior w en color rojo y, en color negro, su proyección p sobre el plano S. Y, a continuación, se realizan los cálculos solicitados. 

  
     
  


   a. Como el sistema generador 𝔅={v1=(2,2,−1), v2=(−1,2,2)} del plano S es una base ortogonal, tenemos que la proyección de w=(0,0,3) sobre el plano S viene dada por:



  
    
  



  cuyas componentes son: 


  
    
  


   b. El módulo del vector proyección p podemos obtenerlo de dos formas distintas:




  

    	Bien, usando sus coordenadas estándar p=1/3(−4,2,5); por tanto,
 .


    	O bien, a partir de sus coordenadas en la base ortogonal 𝔅, es decir, a partir de la expresión p=−1/3v1+2/3v2. Aplicando el Teorema de Pitágoras (los dos sumandos son ortogonales) se tiene: 
    
    
    

    


  


  De cualquier manera, ha resultado que el módulo del vector proyección p es √5.



   c. La distancia del vector w al plano S es el módulo de w−p, que vamos a calcular aplicando el Teorema de Pitágoras a los vectores ortogonales p y w−p. En efecto:


  
    
  



  Por tanto, la distancia de w al plano S es ||w−p||=2.




  
  
    Ejemplo 3.  Consideramos el plano S de R3 generado por los vectores {v1=(1,2,0), v2=(0,2,1)}. Vamos a calcular:



  
    	La proyección p del vector w=(−1,2,−3) sobre el plano S.

    	La distancia de w al plano S.

  

  
  Solución.


  En la siguiente imagen está representado el plano S y los dos vectores que lo generan en color azul, el vector exterior w en color rojo y, en color negro, su proyección p sobre el plano S. 

  
        
  


   a. Como la base 𝔅={v1=(1,2,0), v2=(0,2,1)} del plano S no es ortogonal, no podemos determinar p=λ1v1+λ2v2 usando la fórmula explícita empleada en el ejemplo 2:

  
  
   

  


   Tenemos dos opciones: 


  

    	O bien, trabajamos con la base no ortogonal 𝔅={v1=(1,2,0), v2=(0,2,1)} y resolvemos el sistema normal  .


    	O bien, obtenemos una base ortogonal 𝔅O={u1, u2} del plano S con la cual la proyección p sobre el plano S se obtiene directamente mediante la fórmula: 


  


  Lo hacemos de las dos maneras:


  

    	En primer lugar, utilizamos la base no ortogonal dada 𝔅={v1=(1,2,0), v2=(0,2,1)} del plano S y calculamos las coordenadas (λ1,λ2) de p en la base 𝔅 resolviendo el siguiente sistema normal:
  
  
  
  


Su solución es . 
Por tanto, el vector proyección es:
    
    
    

cuyas componentes son:
    
    
    




    	O podemos construir una base ortogonal {u1, u2} del plano S, como, por ejemplo, 𝔅O={u1=(1,2,0), u2=(4,−2,−5)}, cuya obtención puedes consultar en el siguiente enlace  construcción de base ortogonal en R3 , y, a continuación, calcular el vector proyección p usando la fórmula explícita:








  


  Obviamente, el resultado por ambos métodos es el mismo, esto es, p=(11/9,8/9,−7/9) .


   b. Por último, la distancia de w al plano S es sencillamente el módulo de w−p, que calculamos teniendo en cuenta que p y w−p son ortogonales:


  
    
  


  Por tanto, la distancia de w al plano S es ||w−p||=10⁄3. 


  

      Cuestión 2. En los ejemplos 2 y 3 se ha calculado el vector proyección p de un vector w sobre un plano S de R3. Posteriormente, en ambos ejemplos se ha determinado la distancia de cada vector w al correspondiente plano S, es decir, se ha calculado el módulo del vector w-p. 
      
 Responde a la siguiente pregunta: ¿cómo se podría calcular también la distancia del vector w al plano S sin obtener previamente el vector p? 

     Pista: prueba a responder utilizando el vector normal al plano S. 

     Comprueba si tu respuesta coincide con la indicada en el siguiente enlace  cuestión 2 


  

  
    Test rápido 1. 


  En el espacio R3 considera el vector w=(3,2,1) y calcula las proyecciones ortogonales que se piden a continuación:



  

    	La proyección ortogonal p1 del vector w en la dirección del vector v1=(1,2,1). 


    	La proyección ortogonal p2 del vector w en la dirección del vector v2=(1,0,−1). 


    	La proyección ortogonal p del vector w sobre el plano generado por los dos vectores anteriores {v1=(1,2,1), v2=(1,0,−1)}. 


  

   
     Enlace a la resolución  test rápido 1 

  
    Test rápido 2. 

     Calcula la proyección ortogonal del vector w=(2,1,0) de R3 en la dirección del vector n=(1,1,−1). A partir de ese resultado, determina:



  

    	La proyección ortogonal del vector w sobre el plano de ecuación x+y−z=0. 


    	La distancia del vector w al plano de ecuación x+y−z=0. 


  

  
  Enlace a la resolución  test rápido 2 

  


  C. La proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio de Rn.

  
A continuación, generalizamos las proyecciones sobre rectas y sobre planos  a proyecciones sobre subespacios de Rn de cualquier dimensión k<n. 

  

  
  

 Proyección sobre subespacios de Rn. 



La proyección del vector w de Rn sobre el subespacio S de dimensión k, generado por los vectores de la base  𝔅={v1, v2, ..., vk}, es el vector p=λ1v1+λ2v2+ ...+λkvk, donde λ1, λ2, ..., λk son las soluciones del sistema normal:
      

      
    
      
    


   cuya matriz de coeficientes es simétrica, ya que el producto escalar lo es.

   
   El anterior sistema normal general admite la siguiente escritura alternativa:


 
      
    

  
   donde A es la matriz en cuyas columnas están dispuestas ordenadamente las componentes de los vectores de la base 𝔅={v1, v2, ..., vk} del subespacio S, X es el vector columna con las coordenadas del vector proyección p en esa base 𝔅 y W es también un vector columna con las componentes del vector w que se proyecta sobre S. 

      
  


      
      La deducción de las fórmulas generales incluidas en el recuadro anterior es análoga a las de los dos casos particulares previamente analizados. 

  
   

   
   

 Proyección sobre subespacios de Rn en el caso de bases ortogonales. 



   
     Si la base 𝔅={v1, v2, ..., vk} del subespacio S, sobre el que se proyecta el vector w, es ortogonal, entonces el sistema normal se reduce al siguiente sistema diagonal:

    
    
      
    


cuya solución se obtiene de forma inmediata y conduce a la siguiente fórmula explícita del vector proyección:

    
    
      
    

      
  

   

   
       Observación. Recuerda que si {v1, v2, ..., vn} es una base ortogonal de un espacio vectorial V, entonces para cualquier vector v∈V se cumple: 
 

    
    
    
 
    
   Está claro que las coordenadas en una base ortogonal se obtienen proyectando sobre cada una de las rectas generadas por los vectores de esa base.

   
   
    

  
    Algunas consideraciones sobre el sistema normal de ecuaciones.

  
    

   1. Fórmula de la solución del sistema normal. Una vez escrito el sistema normal en la forma (ATA)X=ATW, podemos despejar X sin más que multiplicar a izquierda de ambos miembros por la inversa de la matriz de coeficientes ATA. El resultado es que la solución del sistema normal es: 
   
       

   

   Para que el anterior razonamiento sea correcto es necesario responder previamente a esta pregunta: ¿La matriz de coeficientes ATA tiene inversa?, o dicho con más precisión: ¿en qué condiciones la matriz ATA tiene inversa?

    Puedes consultar la respuesta a esta pregunta en el siguiente enlace:  Inversa de la matriz ATA 

   
   2. Fórmula explícita del vector proyección en una base cualquiera {v1, v2, ..., vk} del subespacio S sobre el que se proyecta el vector w.
   La anterior expresión de X permite escribir una fórmula explícita del vector proyección p en forma matricial como indicamos a continuación. 
   
 Primero, escribimos el vector proyección en forma matricial:
   

    
    
       

      
       donde la matriz columna P está formada por las componentes del vector proyección p y la matriz A tiene por columnas las componentes de los vectores {v1, v2, ..., vk}. 

    
      Al sustituir X=(ATA)−1ATW, obtenemos la siguiente fórmula de las componentes del vector p (o matriz columna P), proyección ortogonal del vector w sobre el subespacio S.

      
        
       

   

¿Cómo queda esta fórmula en el caso particular de que la base  {v1,v2,...,vk} del subespacio S sea ortogonal?

 La respuesta a esta pregunta aparece en el siguiente enlace:   Fórmula del vector proyección 

 
   3. La matriz de Gram. La matriz de coeficientes del sistema normal (ATA)X=ATW es una matriz cuadrada y simétrica, denominada matriz de Gram (debe su nombre al matemático Jorgen Pedersen Gram, 1860-1921). En adelante, escribiremos G=ATA. 

    
     Su determinante, det(G), tiene  significado geométrico; de hecho, es el cuadrado de la longitud del segmento o el cuadrado del área del paralelogramo o el cuadrado del volumen del paralelepípedo formado por los vectores columna de la matriz A, según el número de estas columnas sea uno o dos o tres, respectivamente. ¿Lo compruebas para el segmento y el paralelogramo en el caso de vectores de R3? 

   
Puedes consultar una forma de comprobarlo en el siguiente enlace:   El determinante de la matriz de Gram 



  



3.3 ¿Qué son y cómo se calculan las proyecciones en los espacios de funciones periódicas de periodo 2π?

    
    Al principio de este capítulo anunciamos que  los dos tipos de espacios vectoriales que ocupan nuestra atención son, por un lado, los espacios de dimensión finita (en particular, el plano y el espacio geométricos) y, por otro, los espacios de las funciones periódicas.


  En la sección anterior ya hemos desarrollado la primera tarea, la de determinar la proyección ortogonal p de un vector w∈Rn sobre un subespacio S de dimensión k. Y, en particular, hemos encontrado que el vector p puede expresarse en forma muy sencilla en caso de que dispongamos de una base {v1, v2, ..., vk} ortogonal del subespacio S. Dicha expresión es:

    
    
      
    

    
    Recordemos que la necesidad de obtener proyecciones ortogonales sobre subespacios la hemos basado en que ellas son la solución del problema de determinar la mínima distancia de un vector del espacio Rn a uno de sus subespacios S.  




    
    En esta sección y en la siguiente, dejamos a un lado el espacio vectorial Rn,  de dimensión finita, para considerar los espacios vectoriales de las funciones periódicas, de período T, continuas a trozos, con discontinuidades de salto finito, que, en adelante, escribiremos 𝒫𝒞(T) —notación que proviene de la denominación inglesa de ese tipo de funciones: Piecewise Continuous—. El producto escalar que utilizamos en 𝒫𝒞(Τ) viene dado por , siendo f y g  funciones de 𝒫𝒞(Τ) y a cualquier número real.  

    
    Comenzamos, en esta tercera sección, con las funciones de período 2π, es decir, con el espacio 𝒫𝒞(2π) y, en la cuarta, extendemos los resultados obtenidos a funciones con período T cualquiera, 𝒫𝒞(T).

    



         
       El problema a resolver es "Dada una función f∈𝒫𝒞(2π), ¿cuál es el polinomio trigonométrico, de orden n, que está más próximo a f? 

    Antes de dar la respuesta a esta pregunta es necesario que te asegures de que sabes o recuerdas qué es un polinomio trigonométrico y qué significa distancia o proximidad entre funciones. Si lo necesitas, puedes revisar brevemente esos  conceptos, y otros relacionados con ellos, en el siguiente enlace  información preliminar .


  
 
     Respuesta.  

   
   Al igual que en el caso de Rn, la respuesta al problema planteado es la  proyección Fn de la función f sobre el subespacio de los polinomios trigonométricos Sn de 𝒫𝒞(2π).

   
   Puesto que el sistema trigonométrico {1, cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), ... , cos(nt), sin(nt)} es una base ortogonal del subespacio Sn, podemos utilizar la fórmula explícita de las proyecciones, recordada más arriba, y escribir:  

    

   
   donde, por abreviar, en las fracciones se ha escrito ck y sk en lugar de 
cos(kt) y sin(kt), respectivamente. 

  
  Finalmente, sustituyendo en los denominadores el valor de los módulos de las funciones del sistema trigonométrico, se obtiene:

     

   
   El polinomio trigonométrico Fn se conoce como aproximación de Fourier de orden n de la función periódica f de 𝒫𝒞(2π).

   

   
   

     Aproximación de Fourier de una onda de período 2π

    
    Consideramos el espacio vectorial 𝒫𝒞(2π) de las funciones periódicas, de período 2π, continuas a trozos, con discontinuidades de salto finito.

    La aproximación de Fourier de orden n de la onda f∈𝒫𝒞(2π) es el siguiente polinomio trigonométrico:

     

    donde los coeficientes ak y bk para k=0,1,...,n, llamados coeficientes de Fourier, se calculan aplicando las siguientes fórmulas: 

      

     
     

     El sumando p0(t)=a0/2 es la parte constante de la onda f, es decir, la función constante más próxima a la onda.

    
      Los sumandos de la forma pk(t)=akcos(kt)+bksin(kt) son los armónicos o sinusoides, de orden k, más próximos a la onda f.

    
     

     



   Ejemplo 4. Consideramos la onda cuadrada que alterna su valor entre −1 y 1, sin pasar por los valores intermedios. El ciclo básico de esa onda viene dado por: 


 

  
  Su gráfica se puede ver en la siguiente imagen:


  
    
  

  
  De esta onda cuadrada, vamos a calcular:

  
  	Su parte constante. 

  	Sus armónicos, de orden 1 hasta n. 

  	La fórmula general de su aproximación de Fourier de orden n.

	Y, en particular, sus aproximaciones de Fourier de órdenes 1 a 8.

  
  

  
  Solución.

  
  a. La parte constante o función constante más próxima a la onda cuadrada f es su proyección ortogonal sobre el espacio de las funciones constantes, que están generadas por la función c0(t)=1. La calculamos a continuación:

 
    

 
   En definitiva, la parte constante de esta onda cuadrada f es la función nula.
 
  
  b. Calculamos los armónicos, de orden 1 hasta n, más próximos a la onda cuadrada f.

  
  	 El primer armónico, o armónico de orden uno, es la proyección sobre el espacio de las sinusoides de frecuencia angular ω=1[rad/seg]. Su fórmula es:
   

  donde los coeficientes son:
   

  Por tanto, .

  
  	 El segundo armónico, o armónico de orden dos, es la proyección sobre el espacio de las sinusoides de frecuencia angular ω=2[rad/seg]. Su fórmula es:
   

  donde los coeficientes son:
   

  Por tanto, p2(t)=0.


  	 En general, el k-ésimo armónico, o armónico de orden k, es la proyección sobre el espacio de las sinusoides de frecuencia angular ω=k[rad/seg]. Su fórmula es:
   

  donde los coeficientes son:
   

  Por tanto,
 
   

  
  En la figura de al lado aparece en primer lugar la gráfica de la onda cuadrada f, seguida de las gráficas (en color rojo) de sus tres primeros armónicos no nulos. Nótese que se trata de las componentes sinusoidales de frecuencias angulares ω=1, ω=3 y ω=5 [rad/seg].

  







 

Detengámonos a analizar las amplitudes de los armónicos de esta onda cuadrada f. De la anterior fórmula del k-ésimo armónico pk(t) deducimos directamente que sus amplitudes son A(k)=4/(kπ), si k es impar, o nulas, si k es par.



Es importante notar que las amplitudes A(k), no nulas, decrecen y tienden a cero, cuando k tiende a infinito.
En la siguiente gráfica está representada la sucesión de las amplitudes de las componentes sinusoidales de la onda cuadrada f, de modo que la altura de cada barra es la amplitud del armónico, tanto sea nulo como no, cuya frecuencia está indicada en el eje horizontal. Se llama gráfico de barras del espectro de amplitudes de la onda y en él se observa claramente el decrecimiento de las amplitudes no nulas conforme la frecuencia del armónico aumenta.


  
  
  


 
c. Calculamos ahora la aproximación de Fourier de orden n de la onda cuadrada.


La aproximación de Fourier  de orden n de la onda cuadrada f es el polinomio trigonométrico Fn(t) que resulta de sumar a la parte constante de la onda todas sus componentes sinusoidales desde el orden 1 hasta n. Es la siguiente:

 

O bien, para n impar:

 


d. En particular, escribimos a continuación las aproximaciones de Fourier de ordenes 1 a 8 de la onda cuadrada.

Dando valores a n en la fórmula anterior de Fn se obtienen las siguientes aproximaciones de Fourier:


  
   
  



En la siguiente imagen animada puedes ver las gráficas, en color rojo, de las sucesivas aproximaciones de Fourier de orden 1 hasta 11, junto con la gráfica, en color azul, de la onda cuadrada f.



  
  
  


 Observa que:



  	Las sucesivas aproximaciones de Fourier van aproximándose cada vez mejor a la onda cuadrada f.
  

  	 Aunque la onda f es discontinua en 0, π, 2π, 3π, etc., sus aproximaciones de Fourier Fn son funciones continuas.
  

   	Además, las aproximaciones de Fourier Fn toman el valor 0 en los mencionados puntos de discontinuidad de f, valor que precisamente es el punto medio del salto de −1 a 1.

  	 Junto a los puntos de discontinuidad de la onda f, se aprecia que las sucesivas aproximaciones de Fourier Fn sobrepasan a la onda cuadrada f, por exceso o por defecto. Efectivamente así es, puesto que estamos visualizando el fenómeno de Gibbs, que afirma que Fn converge a un segmento vertical de mayor longitud que [−1,1] en los puntos de discontinuidad de f.
  







   Ejemplo 5. Considera la onda triangular que baja linealmente desde −π a 0, y después sube a la misma velocidad entre 0 y π. Concretamente, consideramos aquella onda cuyo ciclo básico viene dado por 
  f(t)=│t│, t∈[−π,π]. La gráfica de su extensión periódica es la siguiente:

  
    
  


De esta onda triangular, vamos a calcular:


  	Su parte constante. 

  	Sus componentes sinusoidales. 

  	Sus aproximaciones de Fourier.



  
  Solución.


a. La parte constante de una función periódica es la proyección ortogonal sobre el subespacio vectorial de las funciones constantes, que en el caso de esta onda triangular es:

   

  En definitiva, la parte constante de esta onda triangular f es π/2.
 
  
  b. Calculamos, en este apartado, las componentes sinusoidales pk(t)=akcos(kt)+bksin(kt) de la onda triangular.

  
  
  Los coeficientes ak y bk son:

   

  Por tanto,
 
  
   

  
   En particular, a continuación se dan las cinco primeras componentes sinusoidales de la onda triangular. Y en la imagen de al lado están representadas, en primer lugar, la onda triangular en color azul, y también su componente constante y sus dos primeros armónicos no nulos en color rojo. 

 
   

   
  
   
En la siguiente gráfica están representadas las amplitudes de las componentes sinusoidales de la onda triangular, tanto las nulas, para k par, como las no nulas A(k)=4/(k2π), para k impar. Es un gráfico de barras en el que se aprecia claramente que las amplitudes de los armónicos decrecen y que, además, tienden a cero, ya que 4/(k2π)→0, cuando k→∞.

  
  
    
  


  
  c. Finalmente, la fórmula general de las aproximaciones de Fourier Fn de la onda triangular f de este ejemplo es:

  

O bien, para n impar, la escritura extendida de Fn es :
 
   

  En particular, las seis primeras aproximaciones de Fourier son:
 
   


Observa en la siguiente imagen animada la evolución de las gráficas, en color rojo, de las sucesivas aproximaciones de Fourier, desde el orden 0 (constante) hasta 7, junto con la gráfica, en azul, de la onda triangular f. 


  
   
  


 Se aprecia que:



  	Las sucesivas aproximaciones de Fourier van aproximándose cada vez mejor a la onda triangular f.
  

  	 Tanto la onda f como sus aproximaciones de Fourier Fn son funciones continuas.
  

   	Al no haber puntos de discontinuidad en la onda triangular f, no se produce el fenómeno de Gibbs mencionado en el ejemplo 4.
  







  
    Test rápido 3. Considera la rectificación de media onda de la sinusoide sin(t), es decir, la señal alterna que resulta de anular la parte negativa de sin(t).
Viene expresada por 



  
  Su gráfica es la siguiente:

  
  
     
  


Se pide que repitas los procedimientos aplicados en los anteriores ejemplos 4 y 5 para calcular:

  
  	Su parte constante. 

  	Sus componentes sinusoidales. 

  	Sus aproximaciones de Fourier.

  
  

Puedes consultar la resolución en el siguiente enlace  test rápido 3 







  


  
   

  3.4 ¿Qué son y cómo se calculan las proyecciones en los espacios de funciones periódicas de período T?


  Esta sección sigue una línea de trabajo análoga a la llevada a cabo en la anterior, en la que respondimos al problema de obtener la aproximación de Fourier (o proyecciones sobre el subespacio de los polinomios trigonométricos) de ondas de período 2π. Únicamente hemos de adaptar ligeramente las preguntas, las respuestas y las fórmulas al caso que ahora nos ocupa: el de las funciones cuyo período es Τ, siendo Τ cualquier valor real positivo. 


  

  
    El problema a resolver es: "Dada una función f en 𝒫𝒞(Τ), ¿cuál es el polinomio trigonométrico, de orden n, que está más próximo a  f?" 
 

  Al igual que en el caso de funciones periódicas de período 2π, para llegar a la respuesta de esta pregunta, es preciso saber qué es un polinomio trigonométrico y qué significa distancia o proximidad entre funciones de período Τ. Puedes revisar esos dos conceptos, así como otros relacionados con ellos, en el siguiente enlace.  información preliminar  


    Respuesta.  

  
   La respuesta al problema planteado es, de nuevo, la proyección de la onda f∈𝒫𝒞(Τ) sobre el subespacio Sn, de los polinomios trigonométricos de período Τ. Téngase en cuenta que la frecuencia angular asociada al período Τ  es ω=2π/Τ [rad/seg], que, en este contexto, es llamada frecuencia fundamental asociada al período Τ. 
   
Dado que las siguientes funciones:


  
    
  


   forman una base ortogonal de Sn, podemos aplicar, de nuevo, la fórmula explícita de las proyecciones y escribir la proyección de la onda f sobre el subespacio de los polinomios trigonométricos Sn como sigue:  


  
    
  


  O bien, sustituyendo los denominadores de los coeficientes por sus valores, se tiene:


  
    
  


  El anterior polinomio trigonométrico Fn se conoce como aproximación de Fourier de orden n de la función f∈𝒫𝒞(T).


  


  


     Aproximación de Fourier de una onda de período Τ.

    
  Consideramos el espacio vectorial 𝒫𝒞(Τ) de las funciones periódicas, de período Τ, continuas a trozos y con discontinuidades de salto finito.
    
 La aproximación de Fourier de orden n de la onda f∈𝒫𝒞(Τ), que denotamos Fn, es el siguiente polinomio trigonométrico:


    
      
    


    Los coeficientes ak y bk de la fórmula anterior se llaman coeficientes de Fourier y se calculan aplicando las siguientes fórmulas: 


    
      
    


  


  



   Ejemplo 6. Consideramos la onda de sierra que crece linealmente en el intervalo [0,1] y decae bruscamente en t=1 al valor inicial. 
  
El ciclo básico de esa onda viene dado por la función f(t)=t, para t∈[0,1]. Al extenderla periódicamente se obtiene la onda cuya gráfica se puede ver en la siguiente imagen:


  
    
  


  De esta onda de sierra, vamos a calcular:


  
    	Su parte constante. 

    	Sus componentes sinusoidales. 

    	Sus aproximaciones de Fourier.

  


  Solución.


  a. Su parte constante o función constante más próxima es la proyección ortogonal de la onda de sierra f sobre el subespacio de las funciones constantes, que son generadas por c0(t)=1, esto es:


  
     
  


  En definitiva, 1/2 es la parte constante de esta onda de sierra.


  b. Calculamos, a continuación, las componentes sinusoidales o armónicos, de orden 1 hasta n, más próximos a la onda de sierra.

  En primer lugar es necesario señalar que la frecuencia fundamental asociada al periodo T=1[seg] de esta función es ω=2π[rad/seg]. Teniendo en cuenta ese valor, las componentes sinusoidales se escriben del siguiente modo:  


  
    
  


  donde los coeficientes son:


  
    
  


  En definitiva, el k-ésimo armónico o armónico de orden k, que es la proyección sobre el espacio de las sinusoides de frecuencia angular ω=k2π [rad/seg], ha resultado ser:


  
    
  


  En particular, los seis primeros armónicos de la onda de sierra f están escritos a continuación.

  
  
    
  


   Y en la figura de al lado se muestra una gráfica animada de la evolución de las componentes sinusoidales de la onda de sierra f. Recuerda que sus frecuencias angulares son los sucesivos múltiplos de la frecuencia fundamental ω=2π.



  


  La próxima imagen es el gráfico de barras de las amplitudes A(k)=1/(kπ), k∈N, de las sucesivas componentes sinusoidales de la onda de sierra f. Claramente las amplitudes decrecen al aumentar la frecuencia del armónico k(2π) y, además, tienden a 0.


  
    
  




  c. La aproximación de Fourier Fn de la onda de sierra f.


  Fn(t) es el polinomio trigonométrico que resulta de sumar a la parte constante de la onda todas sus componentes sinusoidales desde orden 1 hasta n. En el caso de la onda de sierra f es:


  
    
  


  O bien, su expresión extendida:


  
    
  


  En particular, las aproximaciones de Fourier de órdenes 1 a 4 de la onda de sierra f son las siguientes:


  
    
  


  En cada imagen del siguiente gráfico animado está representada, en color rojo, una aproximación de Fourier (desde orden 1 hasta orden 9), junto con la onda de sierra f en azul. Observa que conforme aumenta el orden n de Fn más se acercan estas aproximaciones de Fourier a la onda de sierra. Caso aparte son los puntos de discontinuidad de la función f, puesto que, en sus proximidades, Fn parece mantener cierta diferencia con f. Es, de nuevo, el fenómeno de Gibbs ya mencionado en el ejemplo 4 de la sección anterior.


  
    
  

  

  




    Test rápido 4.  Considera la rectificación completa de la sinusoide sin(t), es decir, la función que resulta de convertir en positiva la parte negativa de sin(t).
Su fórmula es f(t)=|sin(t)|, su período es Τ=π y su gráfica es la linea de color azul de la siguiente imagen.  


  
    
  


  Se pide que repitas el procedimiento del anterior ejemplo 6 y calcules:


  
    	Su parte constante. 

    	Sus componentes sinusoidales. 

    	Sus aproximaciones de Fourier.

  


  Puedes consultar la resolución en el siguiente enlace
 test rápido 4 

  


  






3.5 ¿Qué utilidad tiene la proyección ortogonal?


Las proyecciones ortogonales son útiles en diversos contextos, si bien aquí sólo describiremos algunas de sus múltiples aplicaciones; en concreto nos ocupamos de:



  	La construcción de bases ortogonales por el método de Gram-Schmidt y la consecuente factorización QR de una matriz.

  	La solución de mínimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales incompatible.


 






A. La construcción de bases ortogonales por el método de Gram-Schmidt.


Disponer de bases ortogonales de un espacio euclídeo es un asunto de interés, debido esencialmente a las facilidades que su manejo puede conllevar. Así, por ejemplo, las coordenadas y las proyecciones ortogonales se obtienen de forma sencilla en el caso de que se utilicen bases ortogonales. También las matrices ortogonales (sus vectores columna son ortonormales) tienen propiedades que hacen de ellas una excelente elección.

En esta sección vamos a ver un método que construye bases ortogonales a partir de otras bases cualesquiera de un espacio vectorial. Se llama método de Gram-Schmidt y debe su nombre a los matemáticos Jorgen Pedersen Gram (1860-1921), que ya hemos mencionado, y Erhard Schmidt (1876-1951). El procedimiento de construcción de tales bases ortonormales se basa, precisamente, en la proyección ortogonal.


Empezamos mostrando el procedimiento a través de ejemplos y, después, generalizamos la idea a subespacios de dimensión k.
En adelante, utilizaremos la notación ⟨u1,u2,...,uk⟩ para indicar el subespacio vectorial generado por los vectores u1, u2, ..., uk.




  Ejemplo 7. Construcción de una base ortogonal de un plano de R3. 
 

Consideramos el plano S de R3 generado por los vectores 𝔅={a1=(1,1,0), a2=(0,3,1)}. A partir de la base 𝔅 del subespacio S, vamos a construir una base ortogonal 𝔅O={A1, A2} de dicho plano S usando el método de Gram-Schmidt.


  Solución.



  	El primer vector A1 es el primero de los vectores dados, es decir: A1=a1=(1,1,0).

  
  	Y, el segundo vector A2 del plano S, ortogonal a A1 es la componente del vector a2=(0,3,1) normal a la dirección de A1=(1,1,0). 

Esa componente normal A2 se obtiene sustrayendo del vector a2 su proyección ortogonal p1 en la dirección de A1, 
 tal como se indica en el siguiente cálculo y como queda ilustrado en la imagen que le sigue:
  
  
    
  


  
    
  

  




En definitiva, 𝔅O={A1=(1,1,0), A2=(−3/2,3/2,1)} es una base ortogonal del plano S. Si normalizamos esos vectores, conseguimos la siguiente base ortonormal: 


  
    
  





 Ejemplo 8. Construcción de una base ortogonal de R3.  


 Consideramos la base 𝔅={a1=(1,1,0), a2=(0,−2,1), a3=(1,2,4)} de R3.


 Vamos a calcular la base ortogonal 𝔅O={A1, A2, A3} de R3 que se genera a partir de 𝔅 usando el método de Gram-Schmidt.


  Solución.




   	El primer vector A1 de la base ortogonal 𝔅O es el primero de la base 𝔅, esto es,  . 
  
En la figura de al lado está representado este primer vector A1.

 
	El segundo vector A2 de la base ortogonal 𝔅O es la  componente de a2 normal a A1. Se calcula así:
  
    
  

 En el gráfico de al lado está representado el plano generado por los dos primeros vectores a1 y a2, así como la idea gráfica del cálculo del vector A2. 
Fíjate que el vector p1=−A1 es la proyección del vector a2 en la dirección del vector A1 y que, por tanto, el vector A2=a2−p1 es la componente del vector a2 normal a la recta ⟨A1⟩.




  	Por último, el tercer vector A3 de la base ortogonal 𝔅O es la componente de a3 normal al plano generado por A1 y A2. Se calcula así:
  
   

  La idea geométrica de los cálculos anteriores se puede ver en la siguiente imagen. Observa que el vector p2=1.5A1+A2 es efectivamente la proyección del vector a3 sobre el plano generado por A1 y A2 y que, en consecuencia, A3=a3−p2 es la componente del vector a3 normal al plano ⟨A1,A2⟩.
  
  
  
  
 
  





En consecuencia, 𝔅O={A1=(1,1,0), A2=(1,−1,1), A3=(−3/2,3/2,3)} es una base ortogonal de R3. Puedes comprobarlo sin más que verificar que son nulos los productos escalares de cada dos de esos vectores. 


Observa, además, que la construcción de los vectores de la base 𝔅O se ha realizado de forma que se verifica:



  
  	A1 genera el mismo subespacio que a1 (de hecho ambos vectores son iguales).

  
 	A1 y A2 generan el mismo subespacio que a1 y a2.


  	A1, A2 y A3 generan el mismo espacio que a1, a2 y a3.





Finalmente, normalizando esos vectores se consigue la siguiente base ortonormal de R3:


  
    
  







  El método de Gram-Schmidt para construir bases ortonormales.


Dada una base 𝔅={a1, ..., ak} de un subespacio vectorial S de Rn, a continuación, escribimos el procedimiento de Gram-Schmidt para construir una base ortogonal 𝔅O={A1, ..., Ak} del mismo subespacio S a partir de la base dada 𝔅.







  	Paso 1. El primer vector A1 es el primero de la base 𝔅, es decir: A1=a1.
 

  	Paso 2. El segundo vector A2 es la componente normal del vector a2 a la dirección de A1, es decir:
  
    
  

Como consecuencia, {a1, a2} y {A1, A2} generan el mismo subespacio.


  	Paso 3. El vector A3 es la componente normal del vector a3 al plano generado por {A1, A2}, es decir,

  
    
  

Observamos, de nuevo, que {a1, a2, a3} y {A1, A2, A3} generan el mismo subespacio.


	En general, paso i-ésimo, para i=2,3,...,k. Una vez construidos A1, ..., Ai−1, el siguiente vector Ai es la componente normal del vector ai al subespacio generado por {A1, ..., Ai−1}, que se calcula así:
  
    
  

Señalamos, una vez más, que los conjuntos de vectores {a1, ..., ai} y {A1, ..., Ai} generan el mismo subespacio.
  





Finalmente, normalizamos los vectores Ai, i=1,2,3,...,k para llegar a la siguiente base ortonormal:

  
  
   
  

  





 Test rápido 5. 



  	Aplica el proceso de Gram-Schmidt a la base 𝔅={(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} de R3.
  


  	Aplica el proceso de Gram-Schmidt a la base 𝔅={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} de R3. Escribe los vectores de la base ortonormal resultante en las columnas de una matriz Q y determina su matriz inversa Q−1.


  	Aplica el proceso de Gram-Schmidt a la base 𝔅1={(1,0,1),(1,0,0),(2,1,0)} de R3. 
Aplícalo de nuevo a la base 𝔅2={(1,0,0),(1,0,1),(2,1,0)}, resultado de reordenar los vectores de la base 𝔅1.

¿Resulta la misma base ortonormal en ambos casos?
  






 Enlace a la solución  test rápido 5 





  

La factorización QR de una matriz. 


El método de Gram-Schmidt, que acabamos de presentar para construir bases ortonormales a partir de otra base dada 𝔅 de un espacio vectorial V, conduce a la llamada factorización QR de la matriz A, en cuyas columnas están los vectores de la base inicial 𝔅.


En concreto, si las k columnas de la matriz A son vectores linealmente independientes de Rn  y les aplicamos el método de ortogonalización de Gram-Schmidt, obtenemos un conjunto ortonormal de vectores, que colocados ordenadamente en las columnas de una matriz Q hacen que esta sea, obviamente, una matriz ortogonal. Las matrices A y Q pueden relacionarse de la siguiente forma A=QR siendo R una matriz triangular superior inversible. 


La cuestión que surge es cómo se construye esa matriz R. Antes de responder, de forma general, a esta pregunta, se muestran cuáles son las factorizaciones QR que se deducen de la aplicación del método de Gram-Schmidt realizada en los ejemplos 7 y 8.



Respecto al ejemplo 7, la base dada inicialmente y la obtenida tras aplicar el método de Gram-Schmidt se recuerdan en la siguiente expresión. Y, tras ellas, tenemos la factorización QR a que dan lugar. 

  
   
  


En cuanto al ejemplo 8, la base inicial y la obtenida tras aplicar el método de Gram-Schmidt están escritas a continuación. Y después está la correspondiente factorización QR. 

  
   
  

  
En ambos ejemplos se ve que, como ya hemos dicho, en las columnas de la matriz A están los vectores {a1, a2, ...} de la base inicial y que las columnas de la matriz ortogonal Q son los vectores {q1,q2,...} de la base ortonormal resultante del proceso de Gram-Schmidt. Respecto a la matriz R observa que en su columna i-ésima han de estar las coordenadas del vector ai respecto de la base ortonormal 𝔅O𝔑={q1,q2,...}. 


Ahora bien, es necesario razonar por qué la matriz R es precisamente triangular superior. La respuesta está en el propio proceso de Gram-Schmidt que convierte la base {a1, ..., ak} en la base ortogonal {q1,...,qk}, ya que se verifica la igualdad de subespacios ⟨a1, ..., ai⟩=⟨q1, ..., qi⟩, para i=1,...,k, por lo que las coordenadas de cada ai son nulas respecto a los vectores posteriores {qi+1,...,qk}. Veámoslo, en concreto, en los ejemplos 9 y 10 que hay a continuación.



  



 Ejemplo 9. Consideramos la matriz  cuyas columnas son dos vectores linealmente independientes. Vamos a aplicar el método de Gram-Schmidt a los vectores de las columnas de la matriz A y a construir su correspondiente factorización QR. 
 
 
  Solución.


— Al aplicar el método de Gram-Schmidt a  los vectores 𝔅={a1=(1,0,1), a2=(1,0,0)}, de las columnas de A, se obtienen los vectores ortogonales de 𝔅O={A1=(1,0,1), A2=(1/2,0,−1/2)}. Una vez normalizados dan lugar al siguiente sistema ortonormal: 
 

  
    
  


— La escritura de los vectores ai como combinación lineal de la base  𝔅O𝔑={q1, q2} es la siguiente:
 

  	 Como a1 y q1 generan el mismo subespacio, entonces el vector a1 se escribe como sigue:  
 
  
 


  

  	 Como {a1, a2} y {q1, q2} generan el mismo subespacio, entonces el vector a2 admite la siguiente expresión: 
 
  
 








— Las dos igualdades anteriores escritas en forma matricial dan lugar a la siguiente factorización QR de la matriz A:


  
    
  


Recuerda que los vectores de las bases 𝔅={a1, a2} y 𝔅O𝔑={q1, q2} están escritos en las columnas de las matrices A y Q, respectivamente. Y observa que las columnas de la matriz R son las coordenadas de los vectores de la primera base 𝔅={a1, a2} respecto de la base ortonormal 𝔅O𝔑={q1, q2}.





 Ejemplo 10. Supongamos que añadimos una tercera columna a la matriz A del ejemplo 9, que sea linealmente independiente con las otras dos. Sea, por ejemplo, la matriz  de la que también queremos obtener su factorización QR.
 

  Solución.


 — Tenemos, por tanto, los vectores linealmente independientes 𝔅={a1=(1,0,1), a2=(1,0,0), a3=(2,1,0)}, que están en las columnas de la matriz B. Al aplicar el método de Gram-Schmidt  a la base 𝔅 se añade un tercer vector al conjunto de vectores ortogonales obtenido en el ejemplo 9, quedando la nueva base ortogonal 𝔅O={A1=(1,0,1), A2=(1/2,0,−1/2), A3=(0,1,0)}. Y, a su vez, esta base 𝔅O da lugar al siguiente sistema ortonormal: 
 

  
   
  

  
— La escritura de los vectores  ai como combinación lineal de los qi es la siguiente:
 


  	 Repetimos lo escrito en el ejemplo 9 en relación a los vectores a1 y a2 que ya se trataron en él.  
  
    
  

  

  	 Añadimos que, como {a1, a2, a3} y {q1, q2, q3} generan el mismo subespacio, entonces para el vector a3 se tiene: 
  
    
  
 





— Escribimos las tres igualdades anteriores en forma matricial y obtenemos la siguiente factorización QR de la matriz B:


  
   
  







     Factorización QR de una matriz con k columnas.

    
     Sea A una matriz cuyas columnas a1, a2, ..., ak son vectores linealmente independientes de Rn. 

    
    La construcción de una base ortonormal 𝔅O𝔑={q1, q2, ..., qk}, por el método de Gram-Schmidt, a partir de la base 𝔅={a1, a2, ..., ak} permite escribir la siguiente factorización QR de la matriz A:  


  
    
  


Las características de las matrices de esta factorización QR son:



  	Sobre la matriz A. Su tamaño es n×k (k vectores columna de Rn) siendo k≤n. Además sus columnas son linealmente independientes, es decir, el rango de A es k.

  	Sobre la matriz Q. Su tamaño es el mismo que el de la matriz A, es decir, n×k con k≤n. Además sus columnas son ortonormales y, por tanto, verifica QTQ=Ik

  	Sobre la matriz R. Es una matriz triangular superior de orden k (el número de columnas de A).
Además, en sus columnas están las coordenadas de cada columna de la matriz A en la base ortonormal 𝔅O𝔑 que forman las columnas de la matriz Q. 




  

  
  

   Observación. La factorización QR de una matriz A también puede ser usada para resolver un sistema lineal AX=B, cuya matriz de coeficientes es precisamente la matriz factorizada. 


      Efectivamente el sistema lineal AX=B se puede reescribir como QRX=B. De este último, al "pasar" la matriz ortogonal Q al segundo miembro, resulta el sistema triangular superior RX=QTB, que puede resolverse directamente por sustitución regresiva.


    En el primer ejercicio del test rápido 6 se propone utilizar esta idea para resolver un sistema lineal.

  
 

   Test rápido 6.

   1. Determina la factorización QR de la  matriz , sabiendo que al aplicar el método de ortogonalización de Gram-Schmidt a sus columnas se obtienen los vectores: 

   
   
    
   

    Usa la anterior factorización QR de la matriz A para resolver el sistema lineal  


   2. Determina la factorización QR de la matriz , sabiendo que el método de Gram-Schmidt aplicado a sus columnas produce los vectores ortogonales: 

   

    Enlace a la solución  test rápido 6 

  



  

  


B. Solución de mínimos cuadrados de un sistema de ecuaciones lineales incompatible.


Una importante aplicación de las proyecciones ortogonales es la de dar una respuesta a aquellos problemas cuyo planteamiento matemático es un sistema de ecuaciones lineales incompatible. Aparecen sistemáticamente en disciplinas en las que se ha de averiguar el valor de ciertas constantes a partir de un conjunto de datos experimentales.  



  En este apartado abordamos cómo "dar solución" a ese tipo de situaciones utilizando el método que se conoce como método de ajuste por mínimos cuadrados.

  


  Planteamiento del problema. Consideremos el sistema incompatible AX=Y, donde A es una  matriz m×n, el vector columna Y contiene los datos (y1, y2, ..., ym)  y el vector columna X contiene las n incógnitas (x1, x2, ..., xn).


Dado que el sistema AX=Y es incompatible, realmente vamos a calcular el vector X' =(x'1, x'2, ..., x'n) que minimice el error (o residuo) ║Y−AX'║, donde ║.║ es la norma asociada al producto escalar usual en Rm, es decir, la norma de un vector v=(v1,v2, ..., vm) es 


  
     
  


De ahí que este método reciba el nombre de ajuste por mínimos cuadrados.


Si el sistema AX=Y fuera compatible determinado, el método de ajuste por mínimos cuadrados proporcionaría como solución la del propio sistema, es decir, X'=X, y, por tanto, el residuo es nulo: ║Y−AX'║=0.




Empezamos con un sencillo ejemplo geométrico.




   Ejemplo 11. Solución de mínimos cuadrados de un sistema incompatible.
   



Supongamos que un robot se mueve sobre un plano S de R3 generado por 𝔅={a1=(1,1,0), a2=(0,3,1)} y que queremos determinar las coordenadas x1 y x2 de la posición del robot respecto a esa base 𝔅 del plano S. Para ello se han tomado las medidas de la posición espacial del robot, resultando ser (2.1, 2.8, 1.1).


 
  Solución.


El problema se plantea de la siguiente forma:

  
  
    
  


Lamentablemente este sistema de ecuaciones es incompatible, o lo que es lo mismo, el vector (2.1, 2.8, 1.1) no pertenece al plano sobre el que se mueve realmente el robot. En efecto, de la primera ecuación se deduce x1=2.1 y de la tercera que x2=1.1, valores que sustituidos en la segunda ecuación conducen a una igualdad que no es cierta.


Una forma de tratar el problema consiste en suponer que el vector de datos experimentales Y=(2.1,2.8,1.1) contiene errores debidos al propio instrumento de medida o a cualquier otra circunstancia no controlable. Por tanto, una solución aceptable surge de sustituir el vector Y por el vector del plano S que esté más próximo a él. Y ya sabemos que este vector es precisamente la proyección ortogonal p de Y sobre el plano S. 


El vector proyección p=x'1a1+x'2a2  es la solución del correspondiente sistema de ecuaciones normales, que es: 


  
    
  


cuya solución es x'1=41/22≈1.86, x'2=43/110≈0.39


En resumen, el sistema AX=Y es incompatible, pero hemos aportado como posible solución del problema la de su sistema normal asociado. De este modo, decimos que la posición del robot que mejor se ajusta a las medidas dadas de su posición espacial es (41/22)a1+(43/110)a2 ≈ (1.86, 3.04, 0.39).


Puedes visualizar la idea en la siguiente imagen. Como hemos dicho, el robot se mueve sobre el plano generado por {a1, a2} del que también se ha dibujado un vector normal n. Las medidas tomadas de las coordenadas espaciales del robot lo sitúan en el punto Y, representado en color rojo, que está fuera del plano. Y el método de ajuste por mínimos cuadrados aporta como solución al problema suponer que el robot está situado en el punto p del plano más próximo a Y.  










  
El ejemplo anterior ilustra cómo se puede proceder para "proponer una solución" a un sistema incompatible. Es el método de ajuste por mínimos cuadrados, que, a continuación, describimos en general. 
 




    Solución de mínimos cuadrados de un sistema incompatible.

  
  Suponemos dado un sistema lineal incompatible AX=Y, es decir, Y no pertenece al espacio generado por las columnas de A, que abreviadamente llamamos espacio columna de A y que escribimos 𝒞o𝓁(A). Es decir, Y∉𝒞o𝓁(A).

  
 Aceptamos que los datos contenidos en el vector Y pueden ser modificados para dar solución al sistema, y proponemos sustituir Y por el vector más próximo del espacio columna de A, es decir, por la proyección P del vector Y sobre 𝒞o𝓁(A). 

En consecuencia, AX'=P ya es un sistema compatible.



La solución del anterior sistema AX'=P es la del sistema normal ATAX'=ATY (véase la sección 2 de este capítulo). Recibe el nombre de solución de mínimos cuadrados o  solución ajustada por mínimos cuadrados del sistema AX=Y.






 
  
  Ejemplo 12. La recta de regresión.


Vamos a determinar la ecuación de la recta que mejor se "ajusta" a los puntos que aparecen en la siguiente tabla:






    
  
  
  
    	x
    	−2 
    	−1
    	0
    	2
  

  
    	y
    	4 
    	3
    	1
    	0
  




Solución. 

En primer lugar, al escribir que los cuatro puntos dados estén en una misma recta y=b+mx, se obtiene el siguiente sistema incompatible: 


  
    
  


La solución ajustada por el método de mínimos cuadrados es la del sistema normal siguiente:



que, realizando el producto de las matrices, resulta:



cuya solución es m'=−36/35 y b'=61/35.

En definitiva, la recta que mejor se ajusta por mínimos cuadrados a los puntos dados es 



En la siguiente imagen aparecen dibujados los cuatros puntos dados y la recta obtenida mediante ajuste por mínimos cuadrados, también llamada recta de regresión. 


  
    
  






   Comentario.  Si volvemos a revisar los dos ejemplos resueltos anteriormente, comprobaremos que las imágenes utilizadas para visualizar los resultados han sido diferentes. 



 En el primer ejemplo hemos centrado la atención en la idea geométrica del método, y, por ello, hemos hecho hincapié en que los vectores columna de la matriz de coeficientes A generan un plano que no contiene al vector de términos independientes Y. De hecho la figura incluida en ese ejemplo muestra el plano, el vector dado Y y su proyección P. 



En cambio, en el segundo ejemplo, al habernos ocupado de una aplicación del método (la recta de regresión que mejor se ajusta a unos puntos dados), la representación gráfica más útil no es la usada en el ejemplo 1, sino la que interesa a la aplicación, es decir, la de los puntos dados junto con la recta de regresión obtenida. 


Obviamente, si bien el método de cálculo no cambia, las imágenes más adecuadas para representarlo dependerán del contexto en el que se esté utilizando el ajuste por mínimos cuadrados. 





  
  
   Test rápido 7. Comprueba si los siguientes sistemas lineales son incompatibles y obtén la solución ajustada por mínimos cuadrados de cada uno de ellos.  

  
  	

  	

  	

  	

  

    Enlace a la solución  test rápido 7  

    
       Test rápido 8. Utiliza el método de mínimos cuadrados para ajustar una línea recta a los siguientes puntos (x,y) del plano:


  
   
  
  
    	x
    	1 
    	3
    	5
    	7
    	10
    	12
    	13
    	16
    	18
    	20
  

  
    	y
    	3 
    	2
    	6
    	5
    	8
    	7
    	10
    	9
    	12
    	10
  




 
    Enlace a la solución  test rápido 8  

   
  


  



    
   3.6 ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?

    
     Ejercicios propuestos.

    
    Comprueba tu conocimiento sobre proyecciones ortogonales realizando los siguientes ejercicios. Ponemos a tu disposición su resolución completa en el enlace que aparece tras los enunciados.
  
    
     Ejercicio 1. Calcula la proyección ortogonal del vector v=(3,2,1) sobre el subespacio S={(x,y,z)∈R3:  x−y−z=0, x−z=0}. ¿A qué distancia está el vector v del subespacio S?


  

    Ejercicio 2. Calcula la parte constante, las componentes sinusoidales y las aproximaciones de Fourier de la onda de sierra que sube linealmente entre −π y π y, después, desciende súbitamente al valor inicial. Concretamente, considera la onda de sierra resultado de extender periódicamente la función f(t)=t, para t∈[−π,π]. Su gráfica está en la siguiente imagen. 
 
  
    
     
   





  

 Ejercicio 3. Calcula la parte constante, las componentes sinusoidales y las aproximaciones de Fourier de la onda de sierra rectificada resultado de extender periódicamente   . Su gráfica está en la siguiente imagen.


   
    
   

  

  
 Ejercicio 4. Calcula la proyección ortogonal del vector v=(3,2,1) sobre el plano S que generan los vectores de 𝔅={a1=(2,0,−1),a2=(0,−4,1)}.
Aplica el proceso de Gram-Schmidt a 𝔅 para construir una base ortogonal 𝔅O y calcula, de nuevo, la proyección ortogonal del vector v sobre el plano S en función de la nueva base ortogonal 𝔅O.



  

 Ejercicio 5. Considera el subespacio S de R4 generado por 𝔅={a1=(1,1,0,1),a2=(2,1,1,2)}. Se pide:



a) Obtén la proyección ortogonal del vector v=(0,1,0,0) sobre el subespacio S.


b) Construye una base ortonormal 𝔅O𝔑 del subespacio S mediante el algoritmo de Gram-Schmidt aplicado a la base 𝔅. Calcula, de nuevo, la proyección ortogonal del vector v sobre el subespacio S en función de la base 𝔅O𝔑.



  


 Ejercicio 6. Considera la matriz
  .




    a) Calcula, por el método de Gram-Schmidt, una base ortonormal {q1, q2} del espacio vectorial generado por las columnas de A.

    
    b) Determina las coordenadas de los vectores a1 y a2 de las columnas de A respecto a la base ortonormal anterior {q1, q2}.


   c) Escribe la correspondiente factorización QR de la matriz A.



 
  


 Ejercicio 7. Considera la matriz 
.


a) ¿Cuál es la solución por mínimos cuadrados de AX=B, donde B es el vector (1,2,7) escrito en columna?


b) Aplica el método de ortogonalización de Gram-Schmidt a los vectores columna de la matriz dada A, esto es, a los vectores {c1=(1,2,−2),c2=(1,−1,4)}. A continuación, escribe la correspondiente factorización QR de la matriz A. Y, finalmente, utiliza esta factorización QR para calcular, de nuevo, la solución de mínimos cuadrados del sistema AX=B del apartado a).




  

 Ejercicio 8. Dados los puntos de la siguiente tabla:




    
  
  
  
    	x
    	2 
    	0
    	−2
    	−4
  

  
    	y
    	−1 
    	1/2
    	1
    	2
  



   

   Calcula:


   a) La ecuación de la recta de regresión y=a+bx que se ajusta a esos puntos.

   
   b) La ecuación de la parábola de regresión y=a+bx+cx2 que se ajusta a esos puntos, es decir, el polinomio de grado dos que se ajusta por mínimos cuadrados a los puntos dados.


  
  

  
     Ejercicio 9. El día de las elecciones en un país, las urnas se abren a las 8 de la mañana. Cada dos horas, desde ese momento, un funcionario determina qué porcentaje de los votantes registrados ha emitido ya su voto. En la siguiente tabla se muestran los datos hasta las 6 de la tarde, es decir, una vez transcurridas 10 horas de votación:

    
    

    
  
  
  
    	x (horas transcurridas)
    	0
    	2 
    	4
    	6
    	8
    	10
  

  
    	y (% votos emitidos)
    	0 
    	12
    	19
    	24
    	30
    	37
  





  a) Representa los datos en un gráfico XY, donde X son las horas transcurridas desde la apertura de las urnas e Y el porcentaje de voto emitido.

  
  b) Calcula la recta de regresión que se ajusta a los datos de voto emitido.

  
  c) ¿Qué porcentaje de electores predice la recta de regresión que habrán emitido su voto al cierre de las urnas a las 8pm, es decir, 12 horas después de su apertura?


      

  
     Ejercicio 10. Tres estaciones de radar situadas en los puntos de coordenadas (0,0), (3,0) y (3,4) detectan un objeto y miden el ángulo de la observación a partir de la dirección Este en sentido antihorario obteniendo como valores 45º, 150º y 240º, respectivamente.
 
Se pide:

    

a) Haz una representación gráfica que ilustre la situación descrita.


b) Escribe la ecuación de la recta en la que se localiza el objeto según la observación de cada radar y comprueba que el sistema que forman las tres ecuaciones es incompatible.


c) Determina la solución del sistema ajustada por mínimos cuadrados y represéntala gráficamente.


	   
       

  

  Enlace a la solución de los  ejercicios propuestos 

  



    
    

    


     Más ejercicios propuestos.


    A continuación te proponemos unos cuantos ejercicios más de los que tan sólo indicamos parte de su solución en el enlace que hay al final.

    

 Ejercicio 11. Obtén, por el método de Gram-Schmidt, una base ortogonal del subespacio 	𝒞o𝓁(A) de R4, el que está generado por los vectores de las columnas de la matriz . 
A partir de ahí, se pide: 



a) Escribe la correspondiente factorización QR de la matriz A.


b) Calcula la proyección del vector v=(5,6,7,2) sobre el subespacio 𝒞o𝓁(A) y averigua cuál es la distancia de ese vector v al subespacio 𝒞o𝓁(A).



	 


    Ejercicio 12. Calcula la parte constante, las componentes sinusoidales y las aproximaciones de Fourier de la onda triangular resultado de extender periódicamente la función f(t)=π−|t|, para t∈[−π,π]. Su gráfica es la que se ve en la siguiente imagen. 
 
   
   
    
  



   Ejercicio 13. Calcula la parte constante, las componentes sinusoidales y las aproximaciones de Fourier de la onda parabólica, que resulta de extender periódicamente la función f(t)=t2, para t∈[−1,1]. Su gráfica está en la siguiente imagen.

  
    
  

  
    

   Ejercicio 14. El espacio recorrido S por un móvil que se acelera uniformemente viene dado por , donde la velocidad inicial v0 y la aceleración a son constantes desconocidas a priori. En la siguiente tabla se da el espacio recorrido por el móvil en diferentes instantes:

  
  

    
  
  
  
    	t [seg]
    	0 
    	1
    	3
    	5
    	7
    	10
  

  
    	S [m] 
    	0 
    	5
    	20
    	38
    	58.5
    	101
  




  

  a) Escribe el sistema de ecuaciones que resulta al imponer que los seis datos de la tabla verifiquen  y comprueba que se trata de un sistema incompatible.

  
 b) Averigua los valores de v0 y de a que se ajustan por mínimos cuadrados a los datos de la tabla.


	


  

   Ejercicio 15 (plano de regresión). Considera los puntos de R3 dados en la siguiente tabla:





    
  
  
  
    	x
    	1 
    	0
    	2
    	0
  

  
    	y
    	2 
    	3
    	5
    	0
  

  
    	z
    	1 
    	3
    	1
    	0
  



   

   
   Al imponer que esos cuatro puntos pasen por el plano de ecuación z=Ax+By+D, se obtiene el siguiente sistema incompatible: 

  
    
  

  
  Determina el plano z=A'x+B'y+D' que se ajusta por mínimos cuadrados a los puntos dados.

  
  

   En el enlace  Más ejercicios propuestos  se encuentran las soluciones de los últimos ejercicios propuestos.

  


 

 


  

  





Capítulo 4

Diagonalización de una matriz cuadrada


4.1. ¿Qué significa diagonalizar una matriz cuadrada?


4.2. ¿Cómo se calculan los valores y vectores propios de una matriz cuadrada?


4.3. ¿Cómo se construyen las diagonalizaciones de una matriz cuadrada?


4.4. ¿Qué tiene de especial la diagonalización de las matrices simétricas?


4.5. ¿Qué utilidad tiene diagonalizar una matriz cuadrada?


4.6. ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?







    


 4.1. ¿Qué significa diagonalizar una matriz cuadrada?

    
   
      Diagonalizar una matriz cuadrada A significa escribirla en la forma PDP-1, donde la matriz D es diagonal y, obviamente, P es inversible. 
     
En definitiva, se trata de conseguir A=PDP-1, o bien, AP=PD con las condiciones indicadas sobre las matrices D y P.
 
      Por ejemplo, la matriz  admite ser diagonalizada como se ve a continuación:

    

   
    
 

 Se puede verificar fácilmente que la igualdad anterior es cierta sin más que efectuar el producto del lado derecho. O, equivalentemente, se puede escribir: 

    
    
 

    

     Insistimos en que, en ambas igualdades, además de la matriz inicial A, intervienen otras dos: la matriz diagonal D y la matriz inversible P. 

      
      Inmediatamente surgen algunas preguntas. 

      
      

      Primera pregunta. ¿Cualquier matriz cuadrada A podemos escribirla en la forma  PDP-1 con P una matriz inversible y  D una matriz diagonal?

      La respuesta es no, no todas. Este tipo de contestación lleva consigo la necesidad de saber cuáles sí y cuáles no, y, en caso afirmativo, habría que disponer de un procedimiento de obtención de la o las posibles diagonalizaciones de la matriz. Dar las oportunas respuestas a esta cuestión nos ocupará las primeras secciones de este capítulo.

      
      

        Segunda pregunta. ¿Qué beneficios reporta el poder diagonalizar una matriz cuadrada A?

       La respuesta es muy clara: permite obtener expresiones explícitas de las sucesivas potencias de una matriz. 
       
 De hecho se tiene que si A=PDP-1, entonces An=PDnP-1. Expresión que queda justificada en la siguiente cadena de igualdades, en la que se ve el resultado al que se llega tras simplificar los factores P−1P intermedios: 

       
    
 

        Así, en el caso de la anterior matriz , se tiene que sus potencias sucesivas pueden ser calculadas como sigue:

   
     
    
 




  Tercera pregunta. Y, ¿para qué podría ser útil conseguir una fórmula de la potencia n-ésima de una matriz A, esto es, de An?

     En la sección de aplicaciones de este capítulo quedará ilustrada la utilidad de disponer de tal fórmula, pero ya puedes empezar a entenderlo a través de los dos ejemplos geométricos a los que tienes acceso pinchando en el enlace una idea geométrica 

    
     

  Aviso. Si bien la resolución de los sistemas homogéneos de ecuaciones lineales, el cálculo de determinantes y el manejo de las matrices ortogonales ha ido apareciendo puntualmente y con un uso elemental en los capítulos previos, es en este último en el que se van utilizar de forma más extensa. Por ello, para facilitar el adecuado aprovechamiento de los contenidos de este capítulo,  recordamos algunos conceptos y procedimientos sobre esos tres asuntos en los documentos de los siguientes enlaces: 


	Sistemas lineales homogéneos
 
	Cálculo de determinantes
  
	Matrices ortogonales



 
  
    

  
  Objetivos generales. Este capítulo está dedicado íntegramente al estudio de la diagonalización de una matriz cuadrada real. Los recursos incluidos pretenden ayudar al lector a conseguir las siguientes habilidades:

  
  	Discernir cuáles son las matrices reales diagonalizables y cuáles no se pueden diagonalizar.

	Obtener, en caso afirmativo, las distintas diagonalizaciones que admite una matriz. 

  	Utilizar la diagonalización de una matriz para determinar sus sucesivas potencias.

  	Aplicar los conocimientos anteriores al estudio de algunos ejemplos de dinámica de poblaciones y de cadenas de Markov.

  

    
    

 

  

    



 4.2. ¿Cómo se calculan los valores y vectores propios de una matriz cuadrada?

    
    El objetivo de esta sección y la siguiente es dar las condiciones en las que una matriz cuadrada A es diagonalizable y, en caso de que lo sea,  escribir sus posibles diagonalizaciones.

   
     1. Los conceptos de valor propio y de vector propio de una matriz cuadrada

     
     Para descubrir el significado de ambos conceptos, vamos a fijarnos en el ejemplo incluido en la sección anterior. Teníamos la matriz  y su diagonalización: 

    
    
 

 que también habíamos escrito de la siguiente manera: 

    
    
 

    
     Esta última escritura es la que permite ver con claridad cuál es el concepto subyacente. Para ello vamos a visualizar la anterior ecuación fijándonos de forma separada en cada una de las columnas de la matriz P, esto es, 

    
    
 


 La primera igualdad dice que al multiplicar la matriz A por el primer vector columna c1=(1,2) resulta el mismo vector (1,2), y la segunda igualdad expresa que al multiplicar A por el segundo vector columna c2=(1,−1) sale 4 veces ese vector (1,−1).  Esto es, 




    
 

    

    En la imagen están representadas las dos igualdades. En ella se ve claramente el hecho de que los vectores Ac1 y Ac2 son proporcionales a los vectores c1 y c2, respectivamente.


   
    Volvamos a las dos igualdades anteriores, porque en ellas ya están presentes los dos conceptos con los que se trabaja en esta sección: los valores propios y los vectores propios. De hecho, los números reales 1 y 4 son los valores propios de la matriz A, y los vectores (1,2) y (1,−1) son sus vectores propios. 
    
A continuación, escribimos las definiciones de ambos conceptos.

    

    
    
     Definición de valor y vector propio.

    Sea A una matriz real cuadrada de orden n. 
  Se dice que el número real λ es un valor propio de A si existe algún vector v∈Rn, no nulo, que verifica:
 
   Av=λv

    
    El anterior vector v se dice que es un vector propio de A asociado o correspondiente al valor propio λ.

    
     

     
     

      Ejemplo 1. Consideramos la matriz  y vamos a averiguar cuál o cuáles de los siguientes vectores de R3 son vectores propios de la matriz A.

  
  
    
 


Solución. 

Para responder sólo hay que calcular el producto de la matriz A por cada uno de esos vectores vi y comprobar si el resultado es proporcional al correspondiente vector.



En el caso de los vectores de subíndice par, los cálculos son los siguientes:

     
    
 

Por tanto, 
 


	v2 no es vector propio de A,
 
	v4 es vector propio de A asociado al valor propio 6, y,
 
	v6 también es vector propio de A asociado al valor propio 3.



En el gráfico que hay a continuación, puedes ver claramente que la matriz A transforma los vectores propios v4, dibujado en color azul, y v6, en color verde, en otros vectores proporcionales a cada uno de ellos. Y, sin embargo, el producto de la matriz A por el vector v2, que no es vector propio, ya no está en su misma dirección; los vectores v2 y Av2 están dibujados en color rojo. 
 


    
 
  


Finalmente, te proponemos que compruebes si los otros tres vectores, esto es, v1, v3, v5, son vectores propios de la matriz A o no, y, en caso de que alguno lo sea, indica el valor propio al que está asociado.
 

  

  
  
    Los vectores propios asociados al mismo valor propio.


 Sea A una matriz cuadrada de orden n.

El conjunto de todos los vectores propios de  A asociados al valor propio λ, junto con el vector nulo, esto es, Vλ={v∈Rn : Av=λv} es un subespacio vectorial de Rn. 

 
El subespacio Vλ se llama subespacio propio de la matriz A asociado al valor propio λ.

  

  Para verificar que Vλ es efectivamente un subespacio vectorial de Rn, basta demostrar que se cumplen las dos afirmaciones siguientes:

  
  
  	Si v es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio λ, entonces también lo son todos los vectores proporcionales a v.


  	 Si v y w son vectores propios de la matriz A asociados al mismo valor propio λ, entonces también lo es su suma v+w


  Comprueba por tu cuenta que ambas afirmaciones son ciertas o, si lo prefieres, consulta una demostración en el siguiente enlace subespacio propio (demostración 1).

 
   
 
   Test rápido 1. Manejo de la ecuación Av=λv. 


1. Suponemos que λ es un valor propio de la matriz cuadrada A y que v es un vector propio asociado a ese valor propio, es decir, se verifica Av=λv, con v≠0.
Comprueba que:




	 λ2 también es un valor propio de A2 con vector propio v. 


	 Si el valor propio λ es 0, entonces la matriz A no es inversible.


	 Si la matriz A es inversible, entonces v es también vector propio de A−1, pero asociado al valor propio 1/λ.




2. Considera dos matrices A y B cuadradas del mismo tamaño. Comprueba que las matrices AB y BA, que en general son distintas, tienen los mismos valores propios, aunque sus vectores propios sean distintos. 


Puedes acceder a las respuestas a través del siguiente enlace Test rápido 1






  
  2. El cálculo de los valores y los vectores propios

  
  Una vez dada la definición de los valores y vectores propios de una matriz cuadrada A, el siguiente paso es averiguar cómo se pueden calcular de forma sistemática. Para ello, empezamos con un ejemplo con el que descubrimos el procedimiento a seguir.

    

  Ejemplo 2. Nos proponemos averiguar cual o cuáles de los siguientes números reales λ=−1, λ=1, λ=3, es valor propio de la matriz . Además, en caso de que alguno lo sea, indicaremos sus vectores propios asociados, es decir, el subespacio propio asociado.


Solución.
 

Para cada número real λ dado en el enunciado, hemos de averiguar si existe algún vector v, no nulo de R3, que verifique Bv=λv. 


 Empezamos con λ=−1. Hemos de comprobar si la ecuación Bv=(−1)v tiene soluciones v≠0, esto es, hay que saber si hay soluciones no nulas en la siguiente ecuación:

 
    
 


cuya solución es:

 
    
 



Por tanto, hemos obtenido el subespacio propio de λ=−1:
 

    
 

que, claramente, contiene vectores no nulos. 



En consecuencia, λ=−1 es un valor propio de  B, cuyo subespacio propio asociado Vλ=−1 es la recta de dirección (0,−2,1) que pasa por el origen, información que está representada en la siguiente figura. 



    
 


El caso de λ=1. Ahora, necesitamos averiguar si la ecuación Bv=1v tiene soluciones v≠0, esto es, si hay soluciones no nulas de la siguiente ecuación:

 
    
 


Resolvemos y obtenemos . Por tanto, al no haber vectores no nulos que verifiquen la ecuación Bv=1v, concluimos que λ=1  no es un valor propio de la matriz B.


Por último, el caso de λ=3. Ahora necesitamos averiguar si la ecuación Bv=3v tiene soluciones v≠0, esto es, si el siguiente sistema de ecuaciones es compatible indeterminado:

 
    
 


Resolvemos y obtenemos:


    
 



 Por tanto, hemos calculado el subespacio propio de λ=3:
 

    
 

que contiene vectores no nulos. 

En consecuencia, λ=3 es un valor propio de  B, cuyo subespacio propio asociado Vλ=3 está escrito arriba. Es un plano generado, por ejemplo, por los vectores propios (1,1,0) y (1,0,1); todo ello está dibujado en la siguiente gráfica. 


    
 


Terminamos el ejemplo resumiendo los resultados obtenidos:


    
 




En el anterior ejemplo 2 hemos utilizado reiteradamente la siguiente idea: "La ecuación matricial Bv=λv es equivalente a (B−λI3)v=0". Esta última ecuación nos permite afirmar que la existencia de soluciones v no nulas (es decir, de vectores propios de B) sólo es posible si la matriz de coeficientes B−λI3 no es inversible, o equivalentemente, si det(B−λI3)=0. En definitiva, estamos en disposición de escribir y comprender el procedimiento de cálculo de valores y vectores propios de una matriz que detallamos a continuación. 

 



    Procedimiento de cálculo de valores y vectores propios.


 Sea M una matriz cuadrada de orden n. Dado que la ecuación Mv=λv es equivalente a (M−λIn)v=0, tenemos: 



  	Los valores propios de la matriz M son las soluciones de la ecuación característica:
   det(M−λIn)=0 

El polinomio det(M−λIn) se llama polinomio característico de la matriz M, cuyo grado es n y cuyas raíces son los valores propios de la matriz M.


 

  	Los vectores propios de la matriz M asociados al valor propio λ son los vectores v, no nulos, que son solución de la ecuación matricial (M−λIn)v=0.

Por tanto, el subespacio propio de la matriz M asociado al valor propio λ es Vλ=𝒩(M−λIn), es decir, el subespacio nulo de la matriz M−λIn. 






  

 
En los dos ejemplos siguientes calculamos los valores y vectores propios de dos matrices cuadradas de orden tres.


 Ejemplo 3. En el anterior ejemplo 2 hemos verificado que los números reales −1 y 3 son valores propios de la matriz . ¿Son esos sus únicos valores propios?


Solución.
 

El objetivo es determinar todos los valores propios de la matriz B. Para ello utilizamos que estos valores son las raíces del correspondiente polinomio característico:


  
    
  

  

Es evidente que todos los valores propios de B son los que ya conocíamos, esto es, λ=−1 simple y λ=3 doble. Y los correspondientes subespacios propios también fueron calculados en el ejemplo 2; están escritos a continuación y dibujados en la gráfica que hay después. 




    
 


    
 


  
    
 


  
  
 Ejemplo 4. Ahora consideramos la matriz  , de la que vamos a calcular sus valores y subespacios propios.


Solución.
 

Determinamos en primer lugar sus valores propios calculando las raíces de su polinomio característico:


    
 

Claramente todos los valores propios de la matriz C son λ=−2 simple y λ=2 doble. Los correspondientes subespacios propios están calculados a continuación: 



	 
El subespacio propio Vλ=−2, asociado al valor propio λ=−2:

    
 

Por tanto,

    
 

Observa que Vλ=−2 es un subespacio de dimensión uno y está generado por el vector (−1,0,1). 

	 El subespacio propio Vλ=2, asociado al valor propio λ=2:

    
 

Por tanto,

    
 

Observa que Vλ=2 es un subespacio de dimensión dos y está generado por los vectores (0,1,0) y (1,0,1).





En la siguiente imagen se han reunido las representaciones gráficas de los subespacios propios de la matriz C que acabamos de calcular. A la izquierda está dibujado el subespacio propio Vλ=−2 y, en particular, en color rojo el vector propio (−1,0,1) junto con el resultado de multiplicarlo por la matriz C. Y en la gráfica de la derecha está dibujado el plano Vλ=2 y, en concreto, se ven en color azul los vectores propios (1,0,1) y (0,1,0) que lo generan, junto con los resultantes de ser multiplicados por la matriz C. 

  
    
  

  



 Cuestión 1. En los ejemplos previos hemos aplicado reiteradamente el hecho de que los valores propios de una matriz M de orden n son las soluciones de su ecuación característica det(M−λIn)=0. 

A la vista de esta propiedad se pregunta:
¿Qué tipo de matrices tienen como valor propio el número 0?

 Es una pregunta con una respuesta inmediata, que se puede encontrar en el siguiente enlace Cuestión 1.


    

     Test rápido 2.  Pon a prueba tu habilidad para calcular valores y vectores propios con las siguientes matrices. 


	 La matriz triangular superior: 

	 La matriz con valores propios reales, no racionales: 

	 La matriz con valores propios distintos: 

	 La matriz con valores propios complejos, no reales: 

	 La matriz con un valor propio múltiple: 




En cada caso, fíjate en el grado del polinomio característico (¿de qué depende ese grado?) y en los valores propios obtenidos (¿son números reales o complejos?, ¿son simples, dobles o de qué multiplicidad?).


 La solución está en el enlace Test rápido 2.




 Cuestión 2. Habrás observado que los valores propios de la matriz triangular superior   del anterior test rápido 2 han resultado ser los elementos de su diagonal principal. La pregunta que planteamos es: ¿Sucederá lo mismo con cualquier matriz triangular superior o inferior?

 Te proponemos que des una respuesta y que la justifiques; puedes confirmar si coinciden con las dadas en el siguiente enlace Cuestión 2.





 Observación. En los ejemplos 3 y 4  hemos averiguado que los valores propios de las matrices   y  son  λ=−1 simple y λ=3 doble, en el caso de B, y λ=−2 simple y λ=2 doble, en el caso de C. 

Vamos a comprobar que para cada una de estas matrices se verifica: "la suma de todos sus valores propios coincide con la suma de los elementos de su diagonal principal (que se llama traza de la matriz)" y "el producto de todos sus valores propios es igual a su determinante".

En ambas fórmulas, los valores propios aparecen repetidos tantas veces como indica su multiplicidad como raíz de la ecuación característica. Así, si un valor propio es simple, aparece solo una vez; si es doble, aparece dos veces; si es triple, tres veces,etc. 


En el caso de la matriz B:




	Sus valores propios suman λ1+λ2+λ3=−1+3+3=5, valor que coincide con la suma de los elementos de su diagonal principal b11+b22+b33=3−5+7=5.
 
	El producto de sus valores propios λ1λ2λ3=(−1)⋅3⋅3=−9 es justamente el valor del determinante de la matriz B.
 


Observa que, en las dos fórmulas, el valor propio 3 aparece dos veces ya que es una raíz doble del polinomio característico de la matriz B.


En el caso de la matriz C:


	 La suma de sus valores propios λ1+λ2+λ3=−2+2+2=2 coincide con la suma de los elementos de su diagonal principal c11+c22+c33=0+2+0=2.
 
	 El producto de sus valores propios λ1λ2λ3=(−2)⋅2⋅2=−8 es precisamente el valor del determinante de la matriz C.




Observa que, ahora, el valor propio doble 2 aparece dos veces en ambas fórmulas.


Puedes comprobar que las cinco matrices del test rápido 2 también verifican igualdades análogas para la suma y el producto de los correspondientes valores propios.


Lo que pueden parecer hechos curiosos, sobre la relación de la traza y el determinante de una matriz con sus valores propios, son en realidad las dos propiedades que enunciamos a continuación.





    Suma y producto de los valores propios de una matriz.


 Sea A una matriz cuadrada de orden n cuyos valores propios son λ1, λ2, ..., λn (pueden ser distintos o repetidos, reales o complejos). 


	La suma de todos los valores propios de la matriz A coincide con la suma de los elementos de su diagonal principal, que es la traza de la matriz A. Es decir, 
λ1+λ2+...+λn=a11+a22+...+ann=tr(A)




	El producto de los valores propios de la matriz A es igual a su determinante. Es decir, 
λ1λ2...λn=det(A)










Ambas igualdades se pueden demostrar utilizando el hecho de que los valores propios λ1, λ2, ..., λn son las n raíces del polinomio característico det(A−λIn) y que, por tanto, admite la siguiente factorización: 

det(A−λIn)= (λ1−λ)(λ2−λ)...(λn−λ)
 Te proponemos que hagas tu mismo las demostraciones para matrices de orden dos y de orden tres. Puedes consultarlas en el siguiente enlace traza y determinante (demostración 2).


   

     Test rápido 3. 
 

 1. Usa la traza y el determinante de cada una de las siguientes matrices de orden dos para calcular sus valores propios:


    
  


 2. Averigua qué relación ha de existir entre la traza y el determinante de una matriz cuadrada de orden dos   para decidir si esa matriz A tiene dos valores propios reales y distintos, un valor propio real doble o dos valores propios complejos conjugados. Pon un ejemplo de cada uno de esos casos.


3. Responde razonadamente si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

	
		Las matrices de orden dos cuyas trazas son iguales y también sus determinantes, tienen los mismos valores propios.

		Si las trazas de dos matrices de orden tres son iguales y también lo son sus determinantes, entonces sus valores propios son los mismos.

		Los valores propios de una matriz de orden dos cuyo determinante es igual a −1 son −1 y 1.

		Si la traza de una matriz es igual a 0, entonces la matriz no es inversible.

	De una matriz M de orden dos no nula se sabe que su traza y su determinante son nulos, entonces el 0 es un valor propio doble de la matriz M.

	De una matriz M de orden tres no nula se sabe que su traza y su determinante son nulos, entonces el 0 es un valor propio triple de la matriz M.








 Puedes encontrar las respuestas en el enlace Test rápido 3.



    

 

  

    



 4.3. ¿Cómo se construyen las diagonalizaciones de una matriz cuadrada?

    
    
    En la sección precedente nos hemos dedicado a comprender qué son y cómo se calculan los valores y vectores propios de una matriz cuadrada A. Y ahora volvemos al punto de partida y recordamos que ambas ideas procedían de la igualdad que realmente nos interesa A=PDP−1, donde D es una matriz diagonal. Vamos a explicar cómo construir las matrices D y P de la igualdad anterior, en caso de que existan.

    
    1. El procedimiento para diagonalizar una matriz

    
     Fijémonos, de nuevo, en el ejemplo con el que empezamos la segunda sección de este capítulo y recordemos que una diagonalización de la matriz  consiste en factorizarla como aparece a continuación: 

    
    
 

 donde puedes observar que la matriz D es diagonal. Además, se ha dicho que es una diagonalización porque, como veremos más adelante, no es la única.


 Recordemos además que esa igualdad para la matriz A también fue escrita de la siguiente manera: 

    
    
 

 La lectura de esta igualdad, fijándonos en cada columna de P por separado, dio lugar al concepto de vectores propios de la matriz A (dos de ellos están en las columnas de la matriz P) y al de valores propios de A, que están en la diagonal de la matriz D. 

 Además, hay que insistir en que la matriz P ha de ser inversible, lo que significa que sus columnas son linealmente independientes. En consecuencia, los vectores propios de la matriz A que están en la columnas de P son linealmente independientes y, por tanto, son base de R2. 
No es, pues, de extrañar que para construir la diagonalización de una matriz cuadrada A, de orden n, empecemos calculando una base de Rn formada por vectores propios suyos. Veamos cómo proceder en los siguientes ejemplos.

   
     Ejemplo 5. Consideramos la matriz cuadrada de orden dos,  . Nos proponemos construir, si es posible, alguna diagonalización de esta matriz A.


Solución. 


Como acabamos de decir, las posibles diagonalizaciones de la matriz A dependen de que construyamos bases de R2 formadas por vectores propios suyos. Veamos cómo se procede, paso a paso:


– Los valores propios de la matriz A son λ=0 y λ=2.




– Los subespacios propios de la matriz A son: 

 
    
 

Ambos están dibujados en la figura que hay al lado.
 



– Las bases de R2 formadas por vectores propios de la matriz A son el resultado de elegir un vector, no nulo, de cada uno de sus subespacios propios. Pueden expresarse de la siguiente forma: 

  
    
 

   y, por supuesto, también son bases aquellas que resultan de cambiar el orden de los vectores. 


– Las tres diferentes diagonalizaciones de la matriz A que hay a continuación son el resultado de elegir tres bases diferentes de R2 formadas por vectores propios de la matriz A. Estas bases forman las columnas de las diferentes matrices P. Obviamente, si elegimos otras bases de ese tipo, obtendremos otras diagonalizaciones igualmente válidas.


	 En la primera diagonalización de la matriz A que vamos a escribir, la base de vectores propios elegida es {(−1,1), (1,1)}, donde el primer vector corresponde al valor propio 0 y el segundo al 2.

    
 


	 En la siguiente diagonalización de la matriz A, la base de vectores propios elegida es {(1,−1), (1/5,1/5)}, en la que el primer vector está asociado al valor propio 0 y el segundo al 2.

    
 


	 En la tercera diagonalización de la matriz A que escribimos, la base de vectores propios elegida es {(3,3), (1,−1)}, correspondiendo el primer vector al valor propio 2 y el segundo al valor propio 0.

    
 








  Ejemplo 6. Consideramos, ahora, la matriz cuadrada de orden dos,  . Nos proponemos construir, si es posible, alguna diagonalización de esta matriz B.


Solución. 


De nuevo, repetimos la idea de que las posibles diagonalizaciones de la matriz B dependen de que construyamos bases de R2 formadas por vectores propios suyos. Procedemos de la misma manera que en el ejemplo anterior:


• Los valores propios de la matriz B son  λ=2 doble.


 
• El subespacio propio asociado al valor propio λ=2 es: 

 
    
 


Ese único subespacio propio de la matriz B está dibujado en la figura de al lado, y claramente es el eje X.


Como Vλ=2 es el único subespacio propio de la matriz B y sólo tiene dimensión uno, ninguna base de R2 puede estar formada por vectores propios de la matriz B. En consecuencia, la matriz B no es diagonalizable, es decir, no es posible escribirla en la forma B=PDP−1, donde D es una matriz diagonal. 




Los dos ejemplos anteriores ilustran el procedimiento de obtención de la diagonalización de una matriz, que escribimos a continuación. 




     Procedimiento de diagonalización de una matriz.

    Sea M una matriz cuadrada de orden n. Los pasos para construir una de sus diagonalizaciones son los siguientes: 
    

    1º) Calcular los valores propios de la matriz M, digamos  λ1, λ2, ..., λn (distintos o repetidos). Para ello, se determinan las n soluciones de la ecuación característica det(M−λIn)=0.

    2º) Calcular los subespacios propios de la matriz M. Es decir, resolver el sistema homogéneo (M−λjIn)v=0, para cada valor propio λj de M.

    3º) Seleccionar, si es posible, n vectores propios linealmente independientes tomando una base en cada subespacio propio de la matriz M. El resultado es una base {v1,v2,...,vn} de Rn formada por vectores propios de M.
     
Este tercer paso es crítico. Sólo en caso de que sea posible localizar una base de Rn formada por vectores propios de la matriz M, se podrá continuar con los siguientes pasos 4 y 5. 

    
 
    4º) Construir la matriz P colocando en sus columnas los n vectores propios seleccionados en el paso 3 que, además, son base de Rn: 

    
    
 

 
5º) Finalmente, escribir la ecuación AP= PD o A=PDP−1, donde D es una matriz diagonal, con los valores propios en su diagonal escritos en el mismo orden que ocupan sus correspondientes vectores propios en las columnas de la matriz P.


  

     
     


 Test rápido 4.
De cada una de las siguientes matrices se dan sus valores propios, que son distintos, y sus subespacios propios. A partir de ellos, se pide que construyas una diagonalización de la correspondiente matriz. Utilízala para calcular la potencia k-ésima de la matriz, siendo k un entero positivo.
 

1. De la matriz de orden dos  se sabe que sus valores propios y subespacios propios son: 


    
 


2. De la matriz de orden tres  se sabe que sus valores propios y subespacios propios son: 


    
 



Puedes consultar una resolución en el siguiente enlace Test rápido 4.

  


 Test rápido 5.
De cada una de las siguientes matrices también se dan sus valores propios, alguno de ellos repetido, y los correspondientes subespacios propios. A partir de esos datos, escribe, si es posible, una diagonalización de la correspondiente matriz. Utilízala para calcular la potencia k-ésima de la matriz, con k un entero positivo.
 

1. Los valores propios y los subespacios propios  de la matriz  son: 


    
 


2. Los valores propios y los subespacios propios  de la matriz  son: 


    
 


3. Los valores propios y los subespacios propios  de la matriz  son: 


    
 


Puedes consultar la solución en el siguiente enlace Test rápido 5.




 2. Características de los valores y subespacios propios relacionadas con la diagonalización de una matriz 


Una vez realizados los test rápidos 4 y 5, habrás comprobado que, las matrices del primero de ellos, en las que todos sus valores propios son distintos (no se repite ninguno), son todas diagonalizables. En cambio en el test rápido 5, hay tres matrices con valores propios repetidos, una de ellas es diagonalizable pero las otras dos no. 


Parece ser, por tanto, que todavía no se ha mencionado una propiedad importante en relación a los vectores propios correspondientes a valores propios distintos. Está enunciada a continuación.

 




 Propiedad de los vectores propios asociados a valores propios distintos.

    Sea A una matriz de orden n y v1, v2, ..., vk vectores propios de A asociados a los valores propios distintos λ1, λ2, ..., λk, con k≤n.
    
 Entonces v1, v2, ..., vk son linealmente independientes.

   



 Te proponemos que demuestres la propiedad anterior para k=2, es decir, que pruebes que dos vectores propios, asociados a valores propios distintos, son linealmente independientes. En cualquier caso, puedes consultar la demostración para ese y cualquier otro valor de k en el siguiente enlace valores propios distintos (demostración 3) 





 Ejemplo 7.
Los valores y vectores propios de la matriz  son: 


    
 

Comprobemos que, efectivamente, los vectores propios del subespacio Vλ=1 son linealmente independientes de los del subespacio Vλ=2 .


Solución.


Por la propiedad anterior, cualquier vector del subespacio propio Vλ=1 es linealmente independiente de cualquier vector del otro subespacio propio Vλ=2. Es claro que así es, puesto que son vectores no colineales, es decir, ambos subespacios son rectas de direcciones distintas, que puedes ver dibujadas en la siguiente imagen:
 

    
 

   
     

     Una consecuencia inmediata de la propiedad previa dice que si todos los valores propios de una matriz son distintos, su diagonalización está garantizada. Esta propiedad está escrita a continuación.

     
     


 Condición suficiente de diagonalización de una matriz. Caso de todos los valores propios distintos.

    Si el orden de la matriz A es n y sus n valores propios λ1, λ2, ..., λn son distintos entre sí, entonces la matriz A es diagonalizable.





Te proponemos que escribas las razones por las que esta condición suficiente es cierta. Después, puedes consultar la demostración en el siguiente enlace  condición suficiente de diagonalización (demostración 4)


  

  Ahora vemos con claridad que las dos matrices del anterior test rápido 4 son forzosamente diagonalizables, ya que todos sus valores propios son distintos. En efecto, la matriz de orden dos  tiene los dos valores propios distintos: λ=1 y λ=5; y la matriz de orden tres  tiene los tres valores propios distintos: λ=1, λ=2 y λ=4. Y, por tanto, ambas matrices son diagonalizables.

  
   

 Test rápido 6. Comprueba que las siguientes matrices son diagonalizables y escribe una diagonalización de cada una de ellas.
 
  
    
 

  Tienes las respuestas en el siguiente enlace Test Rápido 6. 

 


Continuamos avanzando y ahora vamos a analizar por qué algunas matrices con valores propios repetidos son diagonalizables y otras no. Enseguida daremos una respuesta general, pero antes queremos ilustrar esa respuesta con dos ejemplos incluidos en el test rápido 5. Nos referimos a dos matrices con los mismos valores propios (uno de ellos repetido); si bien, una matriz es diagonalizable y la otra no. 


En efecto, las dos matrices  y   tienen los mismos valores propios, que son λ=1 doble y λ=2 simple. Sin embargo, la matriz A es diagonalizable, pero C no lo es. Las preguntas que surgen son: ¿dónde está la diferencia?, ¿cómo podemos averiguarla? La clave de la respuesta está en el subespacio propio asociado al valor propio múltiple λ=1 de cada una de esas matrices:

     
    
 

En el primer caso, la matriz A es diagonalizable porque es posible tomar dos vectores linealmente independientes en el subespacio propio Vλ=1, que junto con otro vector no nulo del otro subespacio propio Vλ=2 forman una base de R3 de vectores propios de A (a partir de la cual ya se puede construir la diagonalización de A). Sin embargo, eso no es posible con la matriz C al ser, en este caso, Wλ=1 un subespacio de dimensión sólo uno.

 Resumiendo, la clave está exactamente en la dimensión del subespacio propio asociado al valor propio doble; de hecho, "la diagonalización sólo es posible si su dimensión coincide con la multiplicidad del valor propio". Esta idea está escrita con precisión a continuación. 

    
      


 Caracterización de diagonalización.

   
     Sea A una matriz cuadrada de orden n y λ uno de sus valores propios. 

    Primero ponemos nombre a dos números naturales relacionados con el valor propio λ y, luego, los comparamos:

    
    	Se llama multiplicidad algebraica de λ, que escribiremos m(λ), a su multiplicidad como raíz del polinomio característico de la matriz A. 
     Es decir, el número natural m(λ) es la cantidad de veces que λ es solución de la ecuación característica.
 
     
 
     	Se llama multiplicidad geométrica de λ a la dimensión del subespacio propio Vλ asociado al valor propio λ. 
 
    

    
     La multiplicidad algebraica siempre es mayor o igual que la geométrica: 

     1≤dim(Vλ)≤m(λ) 

     
   Caracterización de diagonalización. La matriz A es diagonalizable si y sólo si la multiplicidad geométrica de todos sus valores propios coincide con la algebraica, es decir,  dim(Vλ)=m(λ), siendo λ cualquier valor propio de la matriz A .

     


 


 Ejemplo 8. Consideramos las matrices  y  .


Al ser ambas matrices triangulares sus valores propios son precisamente los elementos de sus respectivas diagonales, esto es, λ=1 doble y λ=2 simple. Vamos a determinar si son diagonalizables.


Solución.


Puesto que uno de los valores propios es doble, averiguar si alguna de esas matrices es diagonalizable, o no, depende de si la dimensión del subespacio propio Vλ=1 es exactamente dos o sólo uno, respectivamente. Observa que no hay más posibilidades puesto que m(1)=2 y esa es la máxima dimensión que puede tener el subespacio Vλ=1.


– Los subespacios propios de la matriz L son:


    
 

donde dim(Vλ=1)=1 es distinta de m(1)=2, y, por tanto, la matriz L no es diagonalizable. En la siguiente imagen se aprecia con claridad que el subespacio propio asociado al valor propio doble λ=1 es una recta (al ser de dimensión uno) y que los vectores propios de la matriz L únicamente generan el plano YZ y no todo el espacio R3.
 

    
 


– En cuanto a la matriz U, sus subespacios propios son:


    
 

En este caso, la dimensión de Vλ=1 es dos, que coincide con la multiplicidad algebraica del valor propio λ=1. Por tanto, la matriz U sí es diagonalizable. En la siguiente imagen está dibujado en color rosa el subespacio propio asociado al valor propio λ=1, que es el plano XY. Claramente hay tres vectores propios de U que generan todo R3, dos que sean base de Vλ=1 y otro no nulo de Vλ=2.
 


    
 



En resumen, las matrices L y U tienen los  mismos valores propios, uno de ellos doble y el otro simple. Ahora bien, la matriz L no es diagonalizable porque el subespacio propio asociado al valor propio doble tiene sólo dimensión uno. En cambio, la matriz U sí es diagonalizable debido a que la dimensión del subespacio propio del valor propio doble es dos. 





 Test rápido 7. 
Sobre matrices cuadradas de orden dos.


	Comprueba que ninguna de las dos matrices siguientes es diagonalizable. 
  
     y  
      
 


	Estudia qué matrices cuadradas de orden dos, con un valor propio doble, son diagonalizables.




Tienes las respuestas en el siguiente enlace Test rápido 7. 





 Test rápido 8. 
Sobre matrices cuadradas de orden tres.


	Comprueba que la matriz  es diagonalizable, escribe una de sus diagonalizaciones y calcula Ak, siendo k un número natural.


	Averigua si es diagonalizable la matriz . Estudia qué matrices cuadradas de orden tres, con un valor propio triple, son diagonalizables.


	Dada la matriz , con a,m∈R y m≠0, estudia si es diagonalizable para los distintos valores de los parámetros a y m.




Tienes las respuestas en el siguiente enlace Test rápido 8. 





 Cuestión 3. Para terminar, te proponemos utilizar lo aprendido sobre diagonalización de matrices para responder a la cuestión que planteamos a continuación y que es de interés en mecánica cuántica.
 
 Supongamos que las matrices diagonalizables A y B comparten una base de Rn formada por vectores propios comunes a ambas (los valores propios pueden ser distintos), entonces ¿conmutan esas matrices?, es decir, ¿AB=BA? Sea cual sea tu respuesta, debería estar acompañada de un razonamiento.

En el siguiente enlace puedes encontrar las respuestas Cuestión 3. 

     

 

  

  



 4.4. ¿Qué tiene de especial la diagonalización de las matrices simétricas?


Ciertamente las matrices simétricas tienen propiedades especiales en relación a sus valores propios, a sus vectores propios y respecto a su diagonalización. Las escribimos a continuación.





 Propiedades de los valores y vectores propios de las matrices simétricas

    Dada la matriz S real, simétrica y de orden n, se verifica:
    
    	Todos los valores propios de S son números reales. 
    
Esto es, las n soluciones de la ecuación característica det(S−λIn)=0 son números reales (no hay ninguna solución compleja).

   
 
   	 Los vectores propios de S asociados a valores propios distintos son ortogonales. 
    
Es decir, si λ y μ son dos valores propios distintos de S, v un vector propio asociado a λ y w otro asociado a μ, entonces los vectores propios v y w son ortogonales. 

    

    

   



   Primero, veamos un ejemplo en el que se aprecien estas dos propiedades de las matrices simétricas. Y, después, se propondrán sus demostraciones.

   
    Ejemplo 9. Consideramos la matriz simétrica,  . Nos proponemos verificar que sus dos valores propios son números reales y que sus vectores propios son ortogonales si pertenecen a subespacios propios distintos.

   
   Solución.



	Los valores propios de la matriz S son las raíces del polinomio característico:

    
 

Esto es, los valores propios de S son λ=1 y λ=6, que son números reales.



	Los vectores propios  de la matriz S son los vectores x solución de (S-λI2)x=0, para cada valor propio λ antes obtenido. 
Puedes comprobar que resultan los siguientes subespacios propios:


    
 



Fácilmente se puede verificar que cualquier vector de Vλ=1 es ortogonal a cualquiera de Vλ=6. En efecto, (a,−2a).(2b,b)=0, para cualquier a,b∈R.

También se puede apreciar la ortogonalidad de los dos subespacios propios en el gráfico que se muestra en la figura de al lado.







El anterior ejemplo es tan sólo una muestra de las propiedades previamente enunciadas sobre los valores propios y los vectores propios de las matrices simétricas. 

Sus demostraciones requieren prescindir de los ejemplos y aportar argumentos generales. A continuación te ofrecemos unas pistas de cómo abordarlas, con la idea de que las completes por tu cuenta.


Demostración 5. "Los dos valores propios de una matriz real y simétrica de orden dos  son números reales"

Es decir, te proponemos que demuestres que las raíces de la ecuación característica de la matriz S son números reales. 

Comprueba si tu demostración es como la que te ofrecemos en el siguiente enlace valores propios de  matrices simétricas (demostración 5),  en el cual también proporcionamos la demostración del caso general, de matrices simétricas de orden n; si bien, a nuestro parecer, está fuera de los objetivos de este libro.


Demostración 6. "Dos vectores propios de una matriz simétrica S, asociados a dos valores propios distintos, son ortogonales"


La demostración comienza llamando λ y μ a dos valores propios distintos de S, v a un vector propio asociado a λ y w a otro asociado a μ. Para averiguar si efectivamente los vectores propios v y w son ortogonales, trata de calcular el producto escalar (Sv).w de dos maneras distintas y luego iguala los resultados. 


Comprueba si has realizado la demostración igual que la incluida en el siguiente enlace vectores propios de matrices simétricas (demostración 6).




Hemos escrito, ilustrado y demostrado las dos propiedades especiales de los valores y vectores propios de una matriz simétrica S. Hay algo más y es que todas las matrices simétricas son diagonalizables, sin importar que sus valores propios sean todos distintos o se repitan. Más aún, algunas de sus diagonalizaciones son especiales, ya que es posible elegir bases ortonormales de Rn formadas por vectores propios de la matriz simétrica S. Enunciamos estas ideas con precisión en la siguiente propiedad. 




 Propiedad de diagonalización de las matrices simétricas

    Sea S una matriz real, simétrica, y de orden n, entonces S es diagonalizable y admite dos tipos de diagonalizaciones:

    
    	La diagonalización  S=PDP−1, donde P es una matriz inversible en cuyas columnas hay una base de Rn de vectores propios de la matriz S y D una matriz diagonal, en cuya diagonal están los valores propios de la matriz S.
  



    	La diagonalización ortogonal S=PDPT, donde P es, ahora, una matriz ortogonal, es decir, sus columnas contienen una base ortonormal de Rn de vectores propios de la matriz S y D sigue siendo una matriz diagonal, en cuya diagonal están los valores propios de la matriz S. 

    

   



 Demostración 7. La demostración de la propiedad anterior está, a nuestro juicio, fuera de los objetivos de este libro y, por ello, la omitimos.
Sin embargo, te proponemos que verifiques que las únicas matrices que admiten diagonalización ortogonal son precisamente las simétricas.

Puedes comprobar si tu demostración coincide con la que exponemos en el siguiente enlace Diagonalización ortogonal (demostración 7).




  Ejemplo 10. Consideramos la misma matriz simétrica   del ejemplo 9. Nos proponemos escribir una de sus diagonalizaciones ortogonales. 

Solución. 

Ya obtuvimos en el ejemplo 9 que los valores propios de la matriz S son λ=1 y λ=6, y que sus subespacios propios son 


    
 



Eligiendo un vector, no nulo, de cada subespacio propio, tenemos, por ejemplo, la base ortogonal  de R2.  


 
Al normalizar ambos vectores, la nueva base  es ortonormal. Son los vectores representados gráficamente en la imagen de al lado. 


Y, en consecuencia, podemos escribir la siguiente diagonalización ortogonal de la matriz simétrica S: 



    
 




 Ejemplo 11. En este ejemplo consideramos la matriz   simétrica de orden tres con tres valores propios distintos. Vamos a escribir alguna de sus diagonalizaciones ortogonales. 


Solución. 


a) Los valores propios de la matriz A son las raíces del polinomio característico, que está calculado y factorizado a continuación:


    
 
 
Por tanto, A tiene tres valores propios simples: 0, 1 y 2.



b) Cada uno de los subespacios propios de la matriz A es el conjunto de las soluciones de (A−λI3)X=0, es decir, se ha de calcular el espacio nulo de (A−λI3), para cada valor propio λ de la matriz A. Son los siguientes:


    
 
 
Es fácil verificar que todos los vectores de uno cualquiera de esos tres subespacios propios son ortogonales a los de los demás subespacios. Hecho que también se puede apreciar en la gráfica de los tres subespacios propios de la matriz A que hay a continuación. 


    
 


c) Para conseguir una diagonalización de la matriz A es necesario disponer de una base de R3 formada por vectores propios de A. Para ello, basta elegir un vector no nulo cualquiera de cada uno de los tres subespacios propios. Indudablemente, en este caso, cualquier selección que se haga conduce a una base ortogonal.


Una base ortogonal de R3 de vectores propios de la matriz A es:


    
 

que, normalizando sus vectores, se convierte en la siguiente base ortonormal:
 

    
 


Ya podemos escribir la igualdad AP=PD, en la cual P es una matriz ortogonal, ya que en sus columnas están los vectores de la base ortonormal anterior, y D es una matriz diagonal con los valores propios de la matriz A en su diagonal:


    
 

Y, finalmente, despejando la matriz A, conseguimos una de sus diagonalizaciones ortogonales:


    
 




 Cuestión 4. Revisa el anterior ejemplo 11 y responde a las siguientes preguntas: 


	¿Es posible escribir diagonalizaciones de la matriz A que no sean ortogonales?, ¿por qué?

	Además de la anterior diagonalización ortogonal de la matriz A en el ejemplo 11, ¿hay más?, ¿por qué?




Si deseas consultar las respuestas a estas preguntas, pincha en el siguiente enlace Cuestión 4.




 Ejemplo 12. Consideramos la matriz , simétrica de orden tres con un valor propio repetido. Nos proponemos escribir algunas de sus diagonalizaciones. 

Solución. 



	Los valores propios de la matriz B son las raíces del polinomio característico, que está calculado y factorizado a continuación:

    
 
 
Por tanto, los tres valores propios de la matriz B son los números reales 2, doble, y 5, simple.




	Los subespacios propios de la matriz B son los conjuntos de soluciones de (B−λI3)X=0, es decir, el espacio nulo de (B−λI3) para cada valor propio λ de la matriz B. Son los siguientes:

    
 
 
Claramente los vectores del primer subespacio propio son ortogonales a los del segundo.




	Para conseguir una diagonalización de la matriz B es necesario disponer previamente de una base de R3 formada por vectores propios suyos. Para ello, hemos de elegir dos vectores linealmente independientes en Vλ=2 y un vector cualquiera, no nulo, de Vλ=5. De hecho podemos conseguir dos tipos de diagonalizaciones, ortogonales o no, según sean ortogonales o no los dos vectores linealmente independientes elegidos en el subespacio propio Vλ=2.


 	 Empezamos construyendo una diagonalización no ortogonal de la matriz B. Seleccionamos una base de R3 de vectores propios de B que no sea ortogonal; por ejemplo:

    
 

En la imagen que hay a continuación puedes visualizar los dos vectores seleccionados en el subespacio propio Vλ=2 (es el plano inclinado sombreado en color rosa) y el vector elegido en el otro subespacio propio  Vλ=5:

    
 

A partir de ella podemos escribir la igualdad BP=PD, en la cual P es una matriz inversible (cuyas columnas son la anterior base de vectores propios) y D una matriz diagonal con los valores propios de B en su diagonal:

    
 

Y, finalmente, despejando la matriz B, conseguimos una de sus diagonalizaciones no ortogonales:

    
 




	Consigamos ahora una diagonalización ortogonal de la matriz B. En primer lugar, seleccionamos una base ortogonal de R3 de vectores propios de B; por ejemplo:

    
 

Observa que, respecto a la diagonalización previa de B, únicamente hemos cambiado el segundo vector de Vλ=2 de modo que fuera ortogonal al primero (−1,0,1) y al tercero (1,1,1); el cálculo del nuevo vector (1,−2,1) lo hemos realizado mediante el producto vectorial de los otros dos.

En la imagen que hay a continuación puedes ver el nuevo vector seleccionado en Vλ=2, junto con los otros dos que hemos mantenido en la base.

    
 


A partir de esa base ortogonal podemos escribir la igualdad BP=PD, en la cual P es una matriz ortogonal, puesto que sus columnas son los vectores propios de la anterior base normalizados, y D una matriz diagonal con los valores propios de B en su diagonal:

    
 

Y, finalmente, despejando la matriz B, conseguimos una de sus diagonalizaciones ortogonales:

    
 







 


 Test rápido 9. 


	Localiza una base ortogonal de R2 formada por vectores propios de la matriz simétrica . 

	Describe el efecto sobre las coordenadas de un vector v en esa base ortogonal el ser multiplicado por la matriz A.
 
	Escribe una diagonalización ortogonal de la matriz A.

 



	Determina una diagonalización no ortogonal y otra ortogonal de la matriz simétrica .



	Localiza una base ortogonal de R3 formada por vectores propios de la matriz simétrica  y escribe una diagonalización ortogonal de C.




 

Puedes consultar las soluciones en el siguiente enlace Test rápido 9.




 Cuestión 5. Te proponemos que calcules la matriz Sm que transforma un vector del plano en su simétrico respecto al eje de simetría y=mx. Para ello, ten en cuenta que la matriz Sm ha de ser cuadrada de orden dos, simétrica y con dos valores propios distintos λ=−1 y λ=1. Te sugerimos que respondas sucesivamente a las siguientes preguntas:



	¿Cuáles son los subespacios propios correspondientes a esos dos valores propios de la matriz Sm?
 
	¿Qué diagonalización admite la matriz Sm?

	Y, finalmente,
¿cuál es la matriz Sm?





Las respuestas están en el siguiente enlace Cuestión 5.





 

  

    


 4.5. ¿Qué utilidad tiene diagonalizar una matriz cuadrada?


La diagonalización de una matriz cuadrada puede ser muy útil en diferentes contextos. La aplicación más inmediata, que es la que veremos en esta sección, consiste en utilizar la diagonalización de la matriz A para averiguar el resultado de multiplicar An por un vector v∈Rn. A partir de lo cual, podremos analizar la evolución de un sistema cuyo tránsito de un estado a otro viene dado mediante la matriz A. 


Dividimos esta sección en tres partes. La primera está dedicada a revisar con más detalle los cálculos de las potencias de una matriz a partir de su diagonalización, como paso previo para afrontar las aplicaciones de los dos siguientes apartados. En la segunda parte exponemos algunos ejemplos de dinámicas de poblaciones y, en la última, de cadenas de Markov.



    1. Potencias de una matriz

  
     En primer lugar, destacamos que, en este apartado, todas las matrices con las que vamos a trabajar han de ser diagonalizables. Y antes de ver algunos ejemplos del cálculo de las potencias sucesivas de una matriz, recordamos cómo se obtienen las potencias de matrices diagonales y de matrices diagonalizables. 

     

    
    
 Potencias de una matriz.

    
    
    	Si D es una matriz diagonal, entonces  Dk es la matriz diagonal que resulta de elevar a k los elementos de la diagonal de la matriz D.


    	Si M es una matriz diagonalizable, es decir, admite ser escrita en la forma M=PDP−1, siendo D una matriz diagonal, entonces la potencia k-ésima de la matriz M es M k=PDkP−1.
    

    



    


En el ejemplo 13, que hay a continuación, hacemos un estudio detallado de las potencias de la matriz propuesta en él, y en el siguiente ejemplo 14 estudiamos el comportamiento del producto de las potencias de la matriz por un vector, aspecto que interesa especialmente a las aplicaciones de los dos siguientes apartados. 

    
     Ejemplo 13. Consideramos la matriz  , de la que nos proponemos: a) construir una de sus diagonalizaciones, b) determinar una fórmula de sus sucesivas potencias y c) calcular las transformaciones que sufre un vector al ser multiplicado reiteradamente por la matriz A.

    
    Solución.

    
    
     a) Una diagonalización de la matriz A.  

    
    	Los valores propios de la matriz A se pueden determinar resolviendo la correspondiente ecuación característica det(A−λI2)=0, o bien, recordando que han de verificar que su suma es la traza de la matriz A y su producto el determinante, tal como se indica a continuación:
    
    
 

    Al resolver el sistema anterior, se obtienen los dos valores propios de la matriz A, que son λ1=1 y λ2=3.
    

    	Los vectores propios de la matriz A son las soluciones de los dos sistemas lineales homogéneos (A-λI2)X=0 que resultan al sustituir λ por cada uno de los valores propios antes obtenidos. Los subespacios propios resultantes son:
    
    
 

Recuerda que al multiplicar los vectores de los subespacios propios por la matriz A o bien permanecen inalterables, si pertenecen a Vλ=1, o bien se triplican, si son de Vλ=3.  

   	Elegimos una base de R2 formada por vectores propios de la matriz A, como, por ejemplo, 𝔅𝒱𝒫={(−1,1), (3,1)}. En la figura que hay al lado puedes ver tanto las rectas que representan los subespacios propios como los vectores propios que forman la base 𝔅𝒱𝒫.
  

  	Finalmente, poniendo los vectores de la base 𝔅𝒱𝒫 en las columnas de la matriz P tenemos la siguiente igualdad:
    
    
 

    De la que despejando la matriz A, se obtiene una de sus diagonalizaciones: 
    
    
 

    

    

     b) Las potencias de la matriz A. 
 
    Recuerda que la diagonalización A=PDP−1 conduce a la fórmula de su potencia k-ésima:  Ak=PDkP−1, donde k es un número natural, y que la potencia k-ésima Dk, de la matriz diagonal D, se obtiene sin más que elevar a k cada uno de los elementos de su diagonal.

 En consecuencia, tenemos:

    
    
    

    O bien, realizando el producto de las tres matrices del segundo miembro, se tiene la siguiente fórmula de Ak: 

     
    
    


 c) La evolución de un vector de R2 al ser multiplicado reiteradamente por la matriz A. 
 
Ahora nos proponemos averiguar el resultado de multiplicar el vector v=(a,b) una y otra vez por la matriz A, es decir, averiguar qué pauta siguen Av, A2v, A3v, etc., y, en general, Akv.


Vamos a realizar el cálculo de Akv de dos formas distintas. En la primera de ellas utilizamos la base estándar de R2 para expresar el vector v y, en la segunda, la base de vectores propios seleccionada en el apartado a). 


● Cálculo de Akv en la base estándar. Obviamente, podemos calcular Av, A2v, A3v, etc., multiplicando el vector v=(a,b) directamente por la matriz A, una vez tras otra, como se indica a continuación:

  
    
 


Ahora bien, esta forma de proceder no facilita descubrir una fórmula genérica para Akv, que sí podemos conseguir utilizando la expresión de Ak obtenida en el apartado b). Veámoslo: 


 
    
    



  
   ● Cálculo de Akv  en la base de vectores propios. Vamos a ver que podemos conseguir información muy útil sobre Akv si expresamos el vector v como combinación lineal de los vectores de la base  𝔅𝒱𝒫, es decir, si escribimos el vector v en la forma v=t(−1,1)+s(3,1).

  
  En primer lugar, observemos que podemos determinar las coordenadas t y s a partir de las componentes (a,b) del vector v teniendo en cuenta que se verifica:

  
  
    
 

  de donde, despejando las coordenadas (t,s), obtenemos:

  
    
 

 
  
  Veamos ahora el efecto, sobre las coordenadas en la base de vectores propios, de multiplicar el vector v reiteradamente por la matriz A. Para ello, hemos de tener en cuenta que al multiplicar los dos vectores de la base 𝔅𝒱𝒫={(−1,1), (3,1)} por la matriz A resultan esos mismos vectores multiplicados por los valores propios 1 y 3, respectivamente, y que, por tanto, 

  
    
 

  
En consecuencia, tenemos que los productos del vector v hasta tres veces por la matriz A son:



    
 

  

  
En estas expresiones se puede leer que al multiplicar reiteradamente el vector v por la matriz A, los sucesivos vectores resultantes mantienen la misma primera coordenada respecto a la base de vectores propios 𝔅𝒱𝒫 y van triplicando la segunda coordenada.

En la siguiente imagen está representado el vector v=(−1,2) y los correspondientes vectores Av y A2v, de los que se han dibujado sus coordenadas en la base de vectores propios.

  
    
 



  En resumen, podemos escribir que:

  
    
  

  
    Y si pasamos al límite la fórmula anterior cuando el exponente k tiende a infinito, tenemos: 

  
    
  
  
  
  En el límite de la derecha podemos apreciar que la dirección del vector Akv tiende a la del vector propio (3,1); en tanto que su módulo crece sin cota debido al factor 3k. En definitiva, tanto la gráfica como el límite, revelan que "los sucesivos vectores, v, Av, A2v, etc, van tendiendo hacia un vector del subespacio propio Vλ=3, que es el asociado precisamente al valor propio dominante λ=3 (el de mayor valor absoluto)". Obviamente, esta conclusión es válida para un vector inicial que no está en ninguno de los subespacios propios, puesto que el comportamiento de los vectores propios, al ser multiplicados por la matriz A, es que, o bien permanecen inalterables si pertenecen al subespacio propio Vλ=1, o bien se triplican si son del subespacio Vλ=3.  






 Ejemplo 14. Consideramos la matriz . Nos proponemos calcular los sucesivos vectores resultantes de multiplicar reiteradamente un vector v por la matriz B. Para ello, determinaremos, en primer lugar, una base de R3 de vectores propios de B, que después utilizaremos para analizar la sucesión de vectores v, Bv, B2v, ..., Bkv.  

   
     Solución.

    
     a) Una base de R3 de vectores propios de la matriz B.

    
     Puedes verificar que los valores propios de la matriz B son λ=1/2 simple y λ=1 doble, y que los correspondientes subespacios propios son:

     
    
 


Seleccionando una base de cada uno de esos subespacios propios, queda determinada una base de R3 de vectores propios de la matriz B como, por ejemplo, la siguiente:

  
    
  


    A partir de ella, escribimos la siguiente diagonalización de la matriz B:

    
    
  

    donde las columnas de la matriz P son los vectores de la anterior base de vectores propios 𝔅𝒱𝒫 y los elementos de la diagonal de la matriz D son los respectivos valores propios.

    
      b) Coordenadas de un vector v de R3 en la base de vectores propios.

      Dado un vector v=(a,b,c) podemos obtener sus coordenadas (r,s,t)𝔅𝒱𝒫, respecto a la base de vectores propios determinada en el apartado anterior, sin más que resolver la ecuación: 

  
    
  

donde a, b y c son los datos y r, s, y t son las incógnitas.


Si utilizamos la inversa de la matriz P, llegamos a las siguientes expresiones de las coordenadas en la base de vectores propios:

  
    
  


      c) Cálculo de las potencias suvesivas Bkv.

      Utilizamos la base de vectores propios  determinada en el apartado a) de este ejemplo, para deducir el resultado de Bkv, siendo v un vector de R3.

    
Así, de la expresión  , deducimos:

  
    
 

donde se ha aplicado que al multiplicar los vectores propios de la base 𝔅𝒱𝒫 por la matriz B resultan ellos mismos multiplicados por los respectivos valores propios, hecho que repetido k veces conduce a que queden multiplicados por la potencia k-esima del correspondiente valor propio.  


Si sustituimos las coordenadas (r,s,t)𝔅𝒱𝒫 en función de las componentes del vector v=(a,b,c), tenemos: 

  
    
  

    

En definitiva, cada multiplicación por la matriz B reduce a la mitad la primera coordenada respecto a la base de vectores propios y deja igual las otras dos. 


Finalmente, si k tiende a infinito, se llega al siguiente resultado: 

  
    
  

  
en el que observamos que los sucesivos productos Bkv van tendiendo hacia un vector del subespacio propio Vλ=1, el asociado al valor propio dominante λ=1 (el de mayor valor absoluto).

    




 Transformación de un vector al multiplicarlo k veces sucesivas por una matriz.

   Sea M una matriz de orden n diagonalizable, es decir, M=PDP−1, donde D es una matriz diagonal, se verifica:
   

     
    
    	Las coordenadas en una base de vectores propios. Al multiplicar k veces la matriz M por un vector v∈Rn, sus coordenadas en una base de vectores propios se ven afectadas de modo que cada una de ellas queda multiplicada por la potencia k-ésima del correspondiente valor propio, esto es,
     
  

  donde p1, ..., pn son los vectores propios de las columnas de la matriz P y λ1, ..., λn son los correspondientes valores propios ubicados en la diagonal de la matriz D.
    



    	El valor propio dominante. Además, si los valores propios de la matriz M satisfacen |λ1|>|λ2|≥...≥|λn|, entonces el vector Mkv, con t1≠0, tiende a un vector del subespacio propio Vλ1, que es precisamente el correspondiente al valor propio dominante λ1. Simbólicamente:
    
     
    

  

    






 Test rápido 10. De la matriz  se sabe que sus valores y subespacios propios son:



    
 

 
   
  	Diagonaliza la matriz C y calcula Ck, donde k∈N.

  	Explica la evolución de Ckv, siendo v un vector de R3 y k un número natural. ¿A qué vector tiende Ckv cuando k tiende a infinito?
  

  


Puedes consultar la solución en el siguiente enlace Test rápido 10.




 Cuestión 6. Las potencias de una matriz diagonalizable cuyos valores propios son 0 o ±1. 
 
En caso de que los valores propios de una matriz diagonalizable sean los números −1, 0 o 1, es posible dar información de sus sucesivas potencias, sin necesidad de conocer los elementos que la conforman.
 
En este sentido, te proponemos que respondas a las siguientes preguntas sobre las matrices diagonalizables, no nulas, descritas en cada una de ellas: 



	Sabiendo que los tres valores propios de la matriz A son −1 doble y 1 simple, ¿qué matriz es A2, A3, y, en general, Ak, donde k∈N?

	 Si todos los valores propios de la matriz B son 0 o 1, ¿qué matriz es Bk, donde k∈N?


	 Si los valores propios de la matriz C son −1 y 0, ¿qué matrices son C75 y C2?




 
Puedes consultar las respuestas en el siguiente enlace Cuestión 6





 Cuestión 7. La exponencial de una matriz.
 
Una forma de generar funciones de una matriz consiste en generalizar las series de potencias de las funciones de variable real a matrices. Por ejemplo, a partir de la serie de potencias de la función exponencial real , con x∈R, pasamos a definir la exponencial de una matriz M (de interés en la resolución de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales) sustituyendo la variable real x por la matriz M. Así tenemos:  , en la que claramente aparecen las sucesivas potencias de la matriz M, cuyo cálculo ha sido tratado en este apartado. 



Si bien estudiar las funciones de matrices está fuera de los objetivos de este libro, te proponemos, por si es de tu interés, que deduzcas las respuestas a las siguientes preguntas sobre la exponencial de una matriz:



	La exponencial de una matriz diagonal. 

¿Cuál es la matriz eD si el exponente es la matriz diagonal ? 

Y, en general, ¿cuál es la matriz eD, siendo , una matriz diagonal general?


	La exponencial de una matriz diagonalizable.  

¿Cuál es la matriz eM, siendo M una matriz diagonalizable en la forma PDP−1?

¿Cuál es la matriz eM en el caso particular de que la matriz M se diagonalice del siguiente modo:

    
 



	¿Cuáles son las exponenciales de cada una de las matrices A, B y C descritas en la anterior cuestión 6? 




Puedes consultar las respuestas en el siguiente enlace Cuestión 7





Información adicional. En los ejemplos 13 y 14, la sucesión de vectores v, Av, A2v, ... podemos generarla de la siguiente forma:



    
 



	En el ejemplo 13, el paso de un vector al siguiente es:

    
 




	Y en el ejemplo 14,  queda así:

    
 





En general, las expresiones del tipo vk=Avk−1, con k≥1, se llaman ecuaciones en diferencias. Observa que, de ella, se deduce que vk=Akv0. Además, se entiende que resolverla significa obtener una fórmula explicita del vector vk que sólo dependa de las coordenadas del vector inicial v0 y del valor de k, que es precisamente lo que hemos hecho en los ejemplos 13 y 14.




Por último, resumimos lo estudiado en este apartado. Hemos averiguado cómo determinar fórmulas de las sucesivas potencias de una matriz y hemos analizado la evolución de un vector que una vez tras otra es multiplicado por esa matriz. Realmente hemos estado resolviendo ecuaciones en diferencias, tal y como se ha puesto de manifiesto en la anterior nota informativa. 


En los dos siguientes apartados, vamos a considerar situaciones concretas que son modeladas precisamente por ecuaciones en diferencias. De hecho, en el siguiente apartado vamos a ver algunos ejemplos de dinámica de poblaciones y, en el último, otros de cadenas de Markov.






    2. Evolución de un sistema lineal discreto: dinámica de poblaciones

    

El objetivo de la dinámica de poblaciones es estudiar los cambios que se producen en el número de individuos de distintos grupos de edad de una población con el paso del tiempo.


Un modelo importante de dinámica de poblaciones es el de Leslie (debido al fisiólogo escocés Patrick Holt Leslie, 1900-1974) en el que los individuos (más concretamente, las hembras) se agrupan en intervalos de edades de igual amplitud y cuya evolución viene regulada por los valores de las tasas de supervivencia (probabilidad de un individuo de alcanzar la siguiente clase de edad) y por las tasas de natalidad (la media de hijos por individuo en cada clase de edad). En el siguiente ejemplo estudiamos un caso particular del modelo de Leslie de dinámica de poblaciones.


 Ejemplo 15. Dinámica de una población clasificada en dos grupos de edad.
 
Consideramos, en este ejemplo, dos grupos de edad de cierta población: los jovenes (J), de 0 a 20 años,  y los adultos (A), de 20 a 40 años. Cada 20 años, el número de individuos de cada grupo se modifica según estas dos reglas:


	Las tasas de natalidad son 0.1 en el grupo de jóvenes y 2 en el de adultos.
 
	La tasa de supervivencia del grupo de jóvenes es del 78%, es decir, ese porcentaje sobreviven y, por tanto, pasan a ser adultos.



Vamos a estudiar la evolución a largo plazo de la población y la ilustraremos con dos distribuciones iniciales de la población: hay tantos jóvenes como adultos, o bien, sólo hay individuos en el grupo de jóvenes.



 Solución. 

 a) El modelo matemático. El primer paso es determinar las ecuaciones que regulan la dinámica de la especie. Para ello, únicamente hemos de escribir las ecuaciones del cambio del número de individuos de cada clase de edad, tras un período de 20 años, de acuerdo con las reglas de superviviencia y de natalidad.


Vamos a usar la siguiente notación:


	Estado inicial de la población, es decir, el número de individuos en cada grupo de edad al inicio del estudio: E0=(J0,A0), primero el número de jóvenes y luego el de adultos.

	Estado k-ésimo de la población, es decir, el número de individuos en cada grupo de edad tras k períodos de 20 años: Ek=(Jk,Ak), k≥0.




El modelo matemático que describe el tránsito de un estado al siguiente (tras un período de veinte años) viene dado por las siguientes ecuaciones lineales:


    
 

O, equivalentemente, la siguiente ecuación matricial en diferencias:


    
 

donde la matriz T es una matriz de Leslie.


b) Una diagonalización de la matriz de transición T. A continuación, escribimos los valores propios y subespacios propios de la matriz T, elegimos una base de R2 formada por vectores propios suyos y escribimos la correspondiente diagonalización de la matriz T.


	Los valores propios de la matriz T son −1.2 y 1.3.

	Los subespacios propios de la matriz T son:

    
 


	Una base de R2 formada por vectores propios de la matriz T es 

    
 
 

	La correspondiente diagonalización de la matriz T es:

    
 





 c) La evolución de la población a largo plazo. Queremos averiguar el estado estacionario de la población, es decir, el estado al que tiende conforme los períodos de 20 años tienden a infinito. Matemáticamente se trata de averiguar y analizar el siguiente límite:


    
 

Comenzamos calculando la distribución de la población tras k períodos de veinte años Ek. Para ello, escribimos el vector del estado inicial E0 en la base de vectores propios 𝔅𝒱𝒫:


    
 

donde las coordenadas de E0 en la base de vectores propios 𝔅𝒱𝒫 han sido calculadas multiplicando la matriz P−1 por E0.


A continuación, determinamos el vector Ek=Tk E0:  



    
 

Por tanto, el estado estacionario  es


    
 

Observa que el estado final viene dado por un vector cuya dirección es la del  vector propio (5,3), ya que el factor (−1.2/1.3)k del primer sumando del corchete tiende a 0, cuando k→∞. Mientras que el módulo crece sin cota debido al factor común (1.3)k. 


En consecuencia, concluimos que: "ambos grupos de edad crecen en población tendiendo a haber 5 jóvenes por cada 3 adultos, que es la  proporción del vector propio (5,3) asociado al valor propio dominante λ=1.3 (el de mayor valor absoluto)".


 d) Visualización gráfica de la evolución de la población a largo plazo para diferentes estados inciales. En el apartado anterior hemos llegado a la conclusión de que la proporción de jóvenes por adulto en el estado estacionario es de 5 a 3, que es la relación entre las componentes de los vectores propios asociados al valor propio dominante λ=1.3. Vamos a ilustrar esta idea gráficamente para distintos estados iniciales de la población.

 En las representaciones gráficas de la evolución de la población juega un papel muy importante la base de vectores propios, dada la facilidad con la que permiten comprender el comportamiento de los sucesivos estados de la población. Por ello, recordamos que en el apartado anterior se ha concluido que:



    
 

 En definitiva, cada estado sucesivo de la población se obtiene multiplicando las coordenadas del anterior, respecto a la base de vectores propios, por cada uno de los correspondientes valores propios. 



	La primera representación gráfica que hay a continuación corresponde al caso de una población inicial E0 en la que hay el mismo número de jóvenes que adultos, esto es, J0=A0. Es  el vector dibujado en color rosa sobre la bisectriz del primer cuadrante. 

Observa que las coordenadas, respecto a la base de vectores propios, de los sucesivos estados representados, E1, E2, E3 y E4 van creciendo; si bien lo hace más rápidamente la segunda coordenada (respecto al eje azul), la del valor propio dominante λ=1.3. Más aún, los sucesivos estados se van aproximando al subespacio propio Vλ=1.3, generado por el vector (5,3), y es por ello, que en el estado final la relación de jóvenes respecto a adultos es de 5 a 3.

    
 



	La segunda representación gráfica se refiere al caso de una población inicial E0 en la que no hay individuos adultos, es decir, A0=0. Es el vector de color rosa sobre el eje horizontal. 

Observa que también crecen las coordenadas, respecto a la base de vectores propios, de los sucesivos estados representados, de E1 a E7. Pero crece ligeramente más rápido la segunda coordenada, la correspondiente al eje de color azul, el del valor propio dominante λ=1.3. Nuevamente, los sucesivos estados se van aproximando al subespacio propio Vλ=1.3, generado por el vector (5,3) con lo que se aprecia, de nuevo, que la relación de jóvenes respecto a adultos en el estado final sigue siendo de 5 a 3.

    
 










 
Test rápido 11.  Modelo de Leslie de la dinámica de una población.


Cierta especie está clasificada en tres grupos de edad: el grupo A, de 0 a 1 año, el grupo B, de 1 a 2 años y el C, de 2 a 3 años. Tenemos la siguiente información sobre las reglas de cambio de estado:



	Las tasas de supervivencia. Al año sobreviven el 25% de los individuos del grupo A (por tanto, pasan a ser del grupo B) y la tercera parte del grupo B (que pasan a ser del siguiente grupo de edad). 
 
	Las tasas de natalidad. La tasa anual de natalidad del grupo A es de 0.25, del grupo B es de 2.5 y la del grupo C de 1.5.



Se pide: 


	Escribe el modelo matemático que describe la transición de la población de un año al siguiente.

	Diagonaliza la matriz de Leslie que describe la transición entre estados sucesivos de la población.

	Estudia la evolución a largo plazo del número de individuos en cada clase de edad, suponiendo que inicialmente el 100% de la población es del grupo A. ¿Hay alguna distribución inicial de la población que permanezca invariable con el transcurso de los años?



Puedes consultar la solución en el siguiente enlace Test rápido 11.






    3. Evolución de un sistema lineal discreto: cadenas de Markov

    
     La aplicación que abordamos en esta parte hace referencia a procesos o cadenas en los que un fenómeno cambia con el paso del tiempo. Más concretamente, el fenómeno o el sistema a estudiar se llama cadena de Markov, en reconocimiento al matemático ruso Andréi Markov (1856-1922) que lo introdujo, y está clasificado en un número finito de estados con las siguientes características:

    
    	Ese conjunto de estados tiene asociada una distribución de probabilidad inicial.

    	La distribución de probabilidad cambia, se cuantifica a intervalos regulares de tiempo (años, semestres, quincenas, etc.) y depende únicamente de la inmediatamente anterior.

    	La relación entre una distribución de probabilidad y la siguiente es la misma en cualquier paso (cadena homogénea). 

    

      
    La matriz de transición, la que controla el paso entre una distribución y la siguiente de la cadena de Markov homogénea, es una matriz que se denomina estocástica ya que cumple dos condiciones: a) sus entradas son valores entre 0 y 1 (son probabilidades), y b) cada una de sus columnas suman 1 (son distribuciones de probabilidad). 

   
   En los dos ejemplos que vienen a continuación están descritas dos situaciones en las que las reglas de paso son las probabilidades (dadas en forma de porcentajes) de cambiar de estado. 

    
     Ejemplo 16. Movimientos migratorios de una población.
 

Supongamos que, con el fin de modificar la distribución de la población en Aragón, se han puesto en marcha una serie de medidas con las que se prevé que cada 5 años:


	El 20% de la población de la ciudad de Zaragoza se traslade a otro lugar del resto de Aragón
 
	Y el 10% de los que estén fuera de Zaragoza se muden a esta ciudad.



Nos proponemos determinar la distribución de la población al cabo de muchos lustros, llamada distribución estacionaria, suponiendo que inicialmente el 50% de la población está en la ciudad de Zaragoza.


Solución.


a) El modelo matemático. La matriz estocástica T.

Vamos a utilizar la siguiente notación:


	Zk es el porcentaje de población que reside en la ciudad de Zaragoza después de k lustros.

	Ak es el porcentaje de población que vive en Aragón fuera de la ciudad de Zaragoza después de k lustros.



Las características migratorias antes descritas dan lugar a las siguientes ecuaciones en diferencias:


    
 

o bien, escrito en forma matricial:


    
 

La anterior matriz de transición T es una matriz estocástica, ya que los elementos en cada una de sus columnas no son negativos y, además, suman uno.


b) Una diagonalización de la matriz T.



	Puedes comprobar que los valores propios de la matriz T son 0.7 y 1 y que sus subespacios propios son:

    
 



	
Una base de R2 formada por vectores propios de la matriz T es

    
 



	La correspondiente diagonalización de la matriz T es: 

    
 








c) Las sucesivas distribuciones de la población aragonesa.


Para analizar la evolución de la población aragonesa con el transcurso de los lustros, vamos a expresar la distribución inicial y las sucesivas en la anterior base de vectores propios. Para un estado inicial (Z0,A0) sin determinar, tenemos:


    
 


En caso de que inicialmente la población esté distribuida de modo que la mitad reside en la ciudad de Zaragoza, Z0=0.5, y, por tanto, la otra mitad fuera de la ciudad, A0=0.5, entonces las fórmulas anteriores quedan:



    
 


A partir de la anterior expresión se puede calcular el reparto de la población aragonesa, dentro o fuera de la ciudad de Zaragoza, una vez transcurridos cualquier número de años desde el momento inicial. En particular,  para k=5 y k=10 lustros se tienen las siguientes distribuciones de población: 


    
 

es decir, al cabo de 5 lustros el 36.13% de la población residiría en la ciudad de Zaragoza y al cabo de 10 sería el 33.80%.


Y, por último, la distribución estacionaria de la población, es decir, su distribución cuando el número de lustros k tiende a infinito es:


    
 

En definitiva, a largo plazo la población aragonesa tenderá a distribuirse de forma que la tercera parte residirá en la ciudad de Zaragoza y las dos terceras partes en el resto de Aragón. Esta proporción de 1 a 2 es precisamente la correspondiente a los vectores propios asociados al valor propio λ=1, que es el dominante. 


d) Representación gráfica de la evolución de la distribución de la población.


En la siguiente imagen están representadas las distribuciones sucesivas de la población calculadas en el punto anterior. 




	 El vector F0 es el que representa la distribución inicial de la población, en la que la misma proporción reside dentro que fuera de la ciudad de Zaragoza; y, por tanto, es un vector situado en la bisectriz del primer cuadrante (dibujado en color rosa).


	Los vectores F1 a F4, representan las sucesivas distribuciones de la población tras 1, 2, 3 o 4 lustros. 

Al lado están escritos en la base de vectores propios.
 
	Por último, Fest=(1/3,2/3) es la distribución estacionaria, a la que tiende la población, que claramente está representada mediante un vector situado en el subespacio propio asociado al valor propio λ=1 (linea azul del dibujo).





    
 





  Ejemplo 17. El comportamiento de los consumidores.
 

 En una pequeña ciudad hay tres panaderías: A, B y C. A lo largo del tiempo, algunos consumidores cambian de panadería por diversas razones. Supongamos que se ha observado que cada mes el flujo de clientes de una panadería a otra es el siguiente:


	La panadería A sólo pierde el 20% de sus clientes, el 10% va a la panadería B y el otro 10% a la C.

	El 20% de los clientes de la panadería B se van a la panadería A y el 10% a la C, y el 70% restante se queda en B.

	La panadería C mantiene el 60% de sus clientes, mientras que el 10% se va la panadería A y el 30% a la  B.




Nos proponemos:


	Escribir el modelo matemático de la transición de los consumidores entre las panaderías.
 
	Averiguar la cuota de mercado de cada panadería al cabo de dos meses, si inicialmente el porcentaje de cada una de ellas es 25%, 50% y 25% para A, B y C, respectivamente.

	Y a largo plazo, ¿cuál será la distribución de la clientela entre las tres panaderías?



Solución.


a) El modelo matemático de la transición de los consumidores entre las panaderías.

El movimiento mensual de los consumidores da lugar a las siguientes ecuaciones en diferencias:


    
 

donde Ak , Bk y Ck son los porcentajes de consumidores que compran durante el mes k-ésimo en las panaderías A, B y C, respectivamente.

 El sistema anterior admite la siguiente escritura matricial:


    
 

Al igual que en el ejemplo 16, la matriz de transición T es una matriz estocástica, ya que todos sus elementos son no negativos y, además, la suma de las entradas de cada columna es uno.


b) Calculamos la cuota de mercado de cada panadería al cabo de un mes, si inicialmente el porcentaje de cada una de ellas es 25%, 50% y 25% para A, B y C, respectivamente.

Aplicando las ecuaciones anteriores, se calcula la distribución F1 de los consumidores por panaderías, al cabo de un mes, del siguiente modo:


    
 

Es decir, transcurrido un mes, el 32.5% de los consumidores compran en la panadería A, el 45% en la B y el 22.5% en la C.


Las sucesivas cuotas de mercado de las tres panaderías se van construyendo multiplicando la matriz de transición T por la distribución del mes anterior. En el siguiente esquema puedes visualizarlo:


    
 

De esta manera, hemos calculado que, transcurridos dos meses, el 37.25% de los consumidores compran en la panadería A, el 41.5% en la B y el 21.25% en la C.


c) La distribución de la clientela entre las tres panaderías a largo plazo.

Para averiguar cuál es esa distribución, vamos a determinar una base de R3 de vectores propios de la matriz T, con la que obtendremos una fórmula de la distribución k-ésima de la clientela, cuyo límite, cuando k tiende a infinito, proporcionará finalmente la distribución a largo plazo. 


● Una diagonalización de la matriz T.

Los tres valores propios de la matriz T son 1/2, 3/5 y 1; observa que, el valor propio dominante es λ=1. Además, los correspondientes subespacios propios son: 


    
 

Elegimos una base de cada uno de los subespacios anteriores y así construimos la siguiente base de R3 de vectores propios de la matriz T:
 

    
 

Por tanto, una diagonalización de la matriz T es: 


    
 




● Las sucesivas distribuciones de los consumidores.

En primer lugar, escribimos la distribución inicial de los consumidores, en la que la cuarta parte son clientes de la panadería A, la mitad de la panadería B y la cuarta parte restante de la C, como combinación lineal de la base de vectores propios antes determinada; y así tenemos:



    
 


Multiplicando k veces seguidas por la matriz T obtenemos la siguiente fórmula de la distribución de los consumidores al cabo de k meses:



    
 


Finalmente, la distribución estacionaria de los consumidores entre las tres panaderías es la distribución a la que tiende el vector (Ak,Bk,Ck) cuando k tiende a infinito, que está calculada a continuación:


    
 


En consecuencia, el mercado tiende a estabilizarse de modo que el 45% de los consumidores comprarán en la panadería A, el 35% en la B y el 20% en la C. Esta relación 9:7:4 es precisamente la que verifican los vectores del subespacio propio asociado al valor propio dominante λ=1. 





 
Test rápido 12. Cadenas de Markov.

La compañía de camiones "Mudanzas, S.L." dispone de tres centros: uno en Madrid, otro en Valencia y otro en Zaragoza. 
Cada mes el 60% de los camiones que están en Valencia y en Zaragoza van a Madrid, y el resto permanecen donde están. Mientras que los camiones de Madrid se reparten por igual entre Valencia y Zaragoza.


La empresa pide que averigües cuál sería la distribución de sus 80 camiones a largo plazo, si inicialmente todos están en Madrid.
¿Qué distribución inicial de los camiones en las tres ciudades permanece inalterable de un mes al siguiente?


Puedes consultar la solución en el siguiente enlace Test rápido 12.




 

  

    



 4.6. ¿Quieres afianzar tu aprendizaje?

    
 Ejercicios propuestos


Comprueba lo que has aprendido sobre diagonalización de matrices y afianza tu conocimiento del tema resolviendo los siguientes ejercicios. Ponemos a tu disposición su resolución completa en el enlace que aparece tras los enunciados. 


Ejercicio 1. Calcula los valores propios de la matriz , tanto los reales como los complejos, y comprueba que verifican las propiedades que los relacionan con la traza y el determinante de la matriz. Encuentra, si existe, alguna potencia de la matriz A que tenga todos sus valores propios reales.


Ejercicio 2.  Estudia para qué valores del parámetro a la matriz  es diagonalizable. 
  
En caso de a=2, se pide:


  a) Obtén una matriz P inversible y otra D diagonal tales que M=PDP−1.

  
  b) Determina la potencia k-ésima de la matriz M (k número natural) usando la diagonalización de M obtenida previamente.

  
  c) Para un vector cualquiera v expresa Mkv en términos de la base de vectores propios utilizada en la anterior diagonalización de la matriz M.

  
  d) Explica la evolución de Mkv conforme el número natural k crece.



Ejercicio 3. Estudia para qué valores de los parámetros a y b la matriz  es diagonalizable. 
  
En caso de a=0 y b=4, se pide:



  a) Obtén una matriz P inversible y otra D diagonal tales que M=PDP−1.

  
  b) Determina las matrices diagonalizables B que sean raíz cuadrada de la matriz dada M, es decir que verifiquen B2=M.





Ejercicio 4. Considera la matriz simétrica  se pide:


a) Calcula sus subespacios propios.


b) Construye dos diagonalizaciones de la matriz S, una de ellas no ortogonal y la otra ortogonal.


c) Calcula y explica el comportamiento de la multiplicación reiterada de la matriz S por un vector genérico v, es decir, analiza Skv.



Ejercicio 5. Calcula los valores y subespacios propios de la matriz , y escribe dos de sus diagonalizaciones, una no ortogonal y otra ortogonal. 


    
Ejercicio 6. Se sabe que un sistema evoluciona de modo que su tránsito de un estado al siguiente viene dado por la ecuación matricial en diferencias:

  
    
 

  Se pide:

  
a) Construye la fórmula explícita de (ak,bk) en una base de vectores propios de la matriz de transición, suponiendo que el vector inicial es v=(a,b).


b) Considera el caso particular v=(−1,2). Representa gráficamente ese vector junto con algunos de sus sucesivos transformados y explica la evolución de esos vectores atendiendo a sus coordenadas en la base de vectores propios.

   
    
    
Ejercicio 7. Supongamos que una epidemia evoluciona de modo que el 60% de los individuos sanos (S) enferman al cabo de un mes, que el 50% de los enfermos (E) mueren mientras que el 20% sanan. La transcripción de la evolución descrita a una ecuación matricial es la siguiente:

 
    
 

Obtén el estado estacionario de la epidemia si inicialmente todos los individuos están sanos.


Ejercicio 8. Una compañía multinacional en América, Asia y Europa tiene un activo de 400 millones de euros. Al comienzo, 200 millones están en América y otros 200 millones en Europa. Cada año la mitad del dinero que está en América permanece allí, una cuarta parte se va a Asia y la otra cuarta parte a Europa. En el caso de Asia y Europa, la mitad del dinero permanece en el mismo continente y la mitad restante es enviado a América. 


 Se pide: 


  a) Escribe el modelo matemático del flujo de activos de la compañía y obtén una diagonalización de la matriz de transición que en él aparece.


  b) Determina el estado estacionario de la distribución de los activos de la multinacional en los tres continentes.



Ejercicio 9. Un territorio, en el que habita una población de aves, está dividido en tres zonas geográficas: Norte, Centro y Sur. Por diversas razones se producen flujos migratorios anuales entre las distintas zonas: 



	En la zona Norte: el 60% permanece en el Norte, el 10% emigra al Centro y el 30% al Sur.

	En la zona Centro: el 80% permanece en el Centro, el 10% emigra al Norte y el 10% al Sur.

	En la zona Sur: el 70% permanece en el Sur, el 10% emigra al Norte y el 20% al Centro.



 Se pregunta: 


  a) Escribe el modelo matemático del flujo migratorio descrito y obtén una diagonalización de la matriz de transición que en él aparece.


  b) Si inicialmente la población total de aves está distribuida de modo que el 30% están en la zona Norte, el 20% en la del Centro y el 50% en la Sur, ¿cuál será la distribución de la población de aves al cabo de n años? Determina, además, el estado estacionario de la población de aves.

  
  c) ¿Qué distribución inicial de la población de aves no varía año tras año?

  
        
Ejercicio 10. Supongamos que una población de animales hembras está dividida en dos grupos de edad: Jóvenes (J) y Adultas (A). Cada 5 años se observa que el 50% de las jóvenes pasan a adultas, y que el número medio de crías del grupo de jóvenes es de 1 y el de las adultas es 1.5. Se pide:
 


  a) Escribe el modelo matemático del tránsito de un estado al siguiente y obtén una diagonalización de la matriz de Leslie que en él aparece.


  b) Si inicialmente todas las hembras son jóvenes, ¿cuál será la evolución de la distribución de la población por grupos de edad en los primeros quinquenios?, ¿y al cabo de 50 años?

  
  c) Independientemente de la distribución inicial de la población, ¿cuál será la proporción de las jóvenes respecto a las adultas a largo plazo?



  Enlace a la solución de los  Ejercicios propuestos.

  
    
 
    

 



     Más ejercicios propuestos

    
    Finalmente, ponemos a tu disposición seis ejercicios más, de los que tan sólo indicamos parte de su solución en el enlace que hay al final.


    Ejercicio 11. Calcula los cuatro valores propios complejos de la matriz  y comprueba si su suma y su producto son iguales a la traza y el determinante de A, respectivamente. Encuentra, si existe, alguna potencia de la matriz A que sea igual a la matriz identidad I4.

    
  Ejercicio 12. Estudia, según los valores de los parámetros a, b y c, si alguna de las siguientes matrices es diagonalizable.
 
 
    
 

    
        
    Ejercicio 13. De la matriz simétrica  se pide:



a) Calcula sus valores y vectores propios.


b) Construye una diagonalización ortogonal de la matriz S.


c) Calcula y explica el comportamiento de la multiplicación reiterada de la matriz S por un vector genérico v, es decir, analiza Skv.



 Ejercicio 14. Calcula los valores y subespacios propios de la matriz , y escribe dos de sus diagonalizaciones, una no ortogonal y otra ortogonal.


 Ejercicio 15. Calcula las raíces cuadradas de la matriz real .


Ejercicio 16. Resuelve la siguiente ecuación en diferencias. Además calcula y explica el comportamiento de la solución cuando k tiende a infinito.

    
    
 

    
     

     
         Enlace a la solución de Más ejercicios propuestos.
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